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Tutoria em Algebra Linear

Moédulo 7: Subespacos vetoriais - Parte 11

Ementa: Operacbes com subespacos vetoriais; interseccdo e soma de subespacos;
subespaco vetorial gerado; espacos vetoriais finitamente gerados.

Objetivos: Entender as principais operacoes que podem ser realizadas entre

subespacos vetoriais.

1 Operagoes com subespacos

Dados U e W subespagos de um espaco vetorial V', a intersecao UNW ainda é um subespacgo
de V. De fato,

e UNW é sempre diferente de vazio, ja que os dois subespagos contém o vetor nulo;

e Dados u,w € UNW, u,w pertencem a U e também a W, que sao subespacgos. Logo
u + w pertence a U e W. Portanto u+w € UNW;

e Dados u €« UNW e a € R, como u pertence a U e W que sao subespagos vetoriais,

entao au pertence a U e a W simultaneamente. Logo au € U N W.

Portanto a intersecao de subespacos vetoriais continua sendo um subespaco vetorial.

Observagao 1.1 A uniao de dois subespacos de um espago vetorial V' ndao €, necessaria-

mente, um subespaco de V.
Exemplo 1 Sejam os subespacos U = {(z,y) ER?* :y =0}e W = {(z,y) e R?: 2z =0}. A
uniao entre U e W serd o conjunto:
UUW ={(z,y) €R*:2=0 ouy =0}
O elemento neutro (0,0) estd em U e em W e logo, estd também na unido. Consideremos

os vetores u = (1,0) e U ew = (0,1) € W.

Temos que u,w € UUW, mas u+w = (1,0) + (0,1) = (1,1), que é um vetor que ndao

satisfaz nenhuma das condi¢oes do conjunto uniao, logo u+ w ¢ U U W.
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Dados U e W subespacos vetoriais de um espaco vetorial V', a soma dos subespacos U

e W é dada pelo conjunto
U+W={veV:v=utw, uelU weW},
que é um subespago vetorial de V. De fato,
e U+ é sempre diferente de vazio, ja que os dois subespacos contém o vetor nulo, logo
0=0+0ecU+V;

e Dados vy,vy € U+ W, entao v; = uy +wy e vg = ug +ws, com uq, us € U e wy,wy € W.
Dai
v+ vy = (U +wr) + (ug + ws) = (ug +ug) + (Wi +we) € U+ W;

e Dadosv e U+Wea e R, comv=u+weue€cU, we W, comoU e W sao

subespacos vetoriais, entao au € U e aw € W, dai

av =au+aw € U+ W.

Portanto a soma de subespagos vetoriais continua sendo um subespaco vetorial.

Definicao 1.1 Sejam U e W subespagos vetoriais de um espago vetorial V. O espago veto-
rial V' € dito soma direta de U e W, e é representado por V.=U & W, seV=U+W e
UnWw ={0}.

Exemplo 2 Dado o espago vetorial R?, verifique se a soma dos subespacos U = {(z,y) €
R?:y =0} e W{(x,y) € R? : 2 =0}, € uma soma direta, ou seja, R> =U & W.

Temos que os elementos de U sdo da forma (x,0) = x(1,0), para x € R. Assim, o
congunto U € gerado pelo elemento (1,0), isto é, U = [(1,0)]. De mesmo modo, um elemento
de W € da forma (0,y) = y(0,1), para y € R. Assim, o conjunto W € gerado pelo elemento
(0,1), isto é W = (0, 1)].

Note que, a intersecgdo entre U e W € o elemento neutro de R?, ou seja, UNW = {(0,0)}.
Além disso, U + W = R?, jd que qualquer elemento (z,y) € R? pode ser escrito como
(z,y) = z(1,0) + y(0,1). Assim, temos R* =U & W.

2 Subespaco vetorial gerado

Seja V um espaco vetorial e considere S um subconjunto de V', nao necessariamente sendo

um subespaco vetorial. Por exemplo,
S = {’Ul,'UQ,...,Un} cV.

Uma combinacao linear dos elementos de S é qualquer soma de vetores da forma

n

E a;V; = a1V1 + QU2 + - - - + AUy,
i=1



com a; € R, para todo i. Denotemos por G(S) o conjunto de todas as combinagoes lineares de
elementos de S. O conjunto G(S) assim construido, é um subespaco vetorial de V' chamado

subespacgo gerado pelo conjunto S e simbolicamente temos
GS)={veV: v=au +avy+ - +av, @R i=12... n}

Os vetores vy, v, ...,v, sdo chamados geradores do subespaco G(S) e S é chamado o
conjunto gerador de G(S).

Definicao 2.1 Um espacgo vetorial V' € finitamente gerado se existe um conjunto finito

de vetores que geram V', isto €, V = G(S), com S sendo um conjunto finito.

Exemplo 3 Considere o espago das matrizes 2 x 2, denotado por My(R) e observe que este

€ finitamente gerado. Seja S o conjunto dado por

s={ B L6

Note que S gera My(R) jd que V a,b,c,d € R
a b a 0 0 b 0 0 00
= + + +
c d 00 0 0 c 0 0 d
o 0]
01

10 0 1
=a +b
[0 O] [O 0

(1) Verifique se o conjunto S = {(1,2)} € R? gera o subespaco U = {(z,y) € R*: y = 2z}.

0 0
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+c +

3 Exercicios

(2) Verifique se o conjunto S = {(1,0), (1,1)} gera o espaco vetorial R?.

(3) Determine o subespago de R? gerado por S = {(2,1,0),(0,3,4)}.

(4) Sejam Wy = {(a,b,0) : a,b € R} e Wy = {(c,¢,c) : ¢ € R} subespagos vetoriais de R>.
a) R3 =W, + Wy? Se a resposta for nao, determine Wy + Ws.

b) R3 =W, & Wy?

(5) Dados 4 = (1,2) e ¥ = (—1,2), sejam W; e W, as retas que passam pela origem em

R? e contém @ e ¥, respectivamente.
a) R? = W, + Wy? Se a resposta for nao, determine Wy + Ws.
b) R? =W, & Wy?

b 0
(6) Sejam Wy = { [g 0] ta,b e R} e Wy = { [a 0] La,c € R} subespacos vetoriais
c
de Myyo(R). Wy + Wy é soma direta?



(7) Sejam Wy = [(1,0,1),(0,1,1)] e Wy = [(1,1,1),(1,0,0)] subespagos vetoriais de R3.
Determine W7 N Ws.

(8) Sejam Wy = @b condea=deb=cpeWy= @b conde a=ceb=d
c d c d

subespagos vetoriais de Mayo(R). Determine Wy N W,
(9) Encontre geradores de W = {(z,y,2) € R* : z —y = 0}.

(10) Encontre geradores de W = {(z,y,2) e R® : v+ z = v — 2y = 0}.

Referéncias

1] ARAUJO, T. /flgebm linear: Teoria e Aplicacoes. 1* edicao. Colecao Textos Uni-
versitarios, SBM, Rio de Janeiro, 2017.

2] COELHO, F. U.; LOURENCO, M. L. Um Curso de Algebra Linear. 2* edicao. Ed
USP, Sao Paulo, 2005.

3] HEFEZ, A.; FERNADEZ, C. S. Introdugdo a Algebra Linear. 2¢ edicao. Colecao
PROFMAT, SBM, Rio de Janeiro, 2016.



