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CQNTANDO INFINTTEZ

e Ihe fosse feita a pergunta — existem mais letras na primeira ou
na segunda linha deste texto — provavelmente o leitor faria:

na primeira linha existem 1, 2, 3, ..., k letras e
na segunda linha existem 1, 2, 3, .. ., m letras,

depois compararia 0s nimeros k e m e responderia.

Entretanto, contar € um processo anterior e mais simples do que
qualquer sistema de numeragdo. Supondo que néo fosse conhecido qualquer
sistema de numeracdo, como poderiamos responder a pergunta anterior? Seria
possivel respondé-la? Poderiamos formar pares usando a seguinte regra: a
primeira letra da primeira linha com a primeira letra da segunda linha; a
segunda letra da primeira linha com a segunda letra da segunda linha e assim
por diante, formando uma relagdo "um-para-um". No final, poderiamos ter:

19) as letras da primeira linha acabaram antes das letras da
segunda linha e concluiriamos que existem mais letras na segunda linha que
na primeira;

29) ndo sobraram letras em nenhuma das linhas, o que significaria
que a quantidade de letras da primeira linha coincide com a quantidade de
letras da segunda linha;

39) sobraram letras na primeira linha, logo, ha mais letras na
primeira.

Contar consiste exatamente nisto — montar um relacionamento
de um-para-um entre dois conjuntos. O sistema de numeragdo € tdo comum
para no0s gque quase ndo nos apercebemos disto, apesar de fazé-lo. Um
exemplo: Carlos Antunes, preparando uma festa, lembra-se das pessoas que
vai convidar: Jodo Fernandes e sua esposa, Mario Alfredo, Clotilde . . . e,
enquanto vai listando os convidados, levanta um dedo da méo para cada nome



enunciado. Assim, estd montando um
relacionamento um-para-um entre 0s
nomes dos convidados e os dedos da méo,
ou seja, estd contando. Mesmo quando
usamos um sistema de numeracdo para
fazer a contagem, estamos montando uma
relacdo um-para-um entre os elementos do
conjunto que queremos contar e 0S
elementos do sistema de numeracao.

Se construirmos uma relagcdo um-para-um entre os elementos de
um conjunto e um sistema de numeracgéo, formando k pares, e, através de uma
relagio um-para-um, formarmos tambeém k pares entre o sistema de
numeragao e um segundo conjunto, podemos afirmar que os dois conjuntos
ttm a mesma quantidade de elementos, ou seja, os dois conjuntos Ss&o
"similares”. Chamando de C; e de C, o primeiro e 0 segundo conjunto,
respectivamente, teremos:

C; é similar a k elementos do sistema.
C, é similar a k elementos do sistema.
Logo, C; é similar a C..

A esta propriedade chamamos de transitiva.

Muitas vezes temos certeza de que dois conjuntos sao similares
sem necessitarmos apresentar todos os pares ordenados formados pelos
elementos dos dois conjuntos. Sem davida, se considerarmos todas as pessoas
vivas, a quantidade de cabecas € igual a quantidade de pessoas e, para fazer
esta afirmacdo, ndo necessitamos apresentar todos os pares formados com 0s
elementos destes dois conjuntos. Assim, também, se ndo existisse poligamia
em lugar nenhum do mundo, a quantidade de maridos seria igual a quantidade
de esposas.

Facamos, agora, outra pergunta. Existem mais nimeros pares ou
impares?

Montando uma relagdo um-para-um teremos:

0 2 4 6 8 10
\ R 2 2 S
1 3 5 7 9 1



E claro que estes dois grupos sio similares. Basta criar a regra —
cada numero par relaciona-se com 0 seu sucessor, ou seja, cada numero par
relaciona-se com ele mesmo mais um.

Existe uma novidade neste problema em relacdo a tudo o que
vimos até aqui, a saber, em todos os exemplos anteriores seria possivel, pelo
menos teoricamente, ainda que demorasse muito, formar todos os pares entre
os dois conjuntos. Aqui é impossivel tal execucao.

Compliquemos um pouco mais. Existem mais ndmeros naturais?
Ou nUmeros pares?

O leitor seria levado a afirmar que existem mais naturais que
pares ja que estes formam uma parte daqueles. Cuidado! N&o estamos mais no
campo das quantidades finitas e, na dimensdo dos infinitos, as regras
ordinarias nem sempre surtem efeitos. Observe:

o 1 2 3 4 5 6
N N N
o 2 4 6 8 10 12

Podemos montar uma relacdo um-para-um entre o conjunto dos numeros
naturais e o conjunto dos pares pela regra — cada numero natural relaciona-se
com o seu dobro. No campo dos infinitos, nem sempre o todo € maior que a
parte.

Qualquer conjunto que possa ser posto numa relagdo um-para-um
com 0 conjunto dos nimeros naturais tem a mesma quantidade de elementos
que os naturais. A quantidade de numeros naturais (ou a infinidade dos
naturais) Georg Cantor (1845 — 1911) representou através da letra hebraica N
(aleph) com o indice zero. Este € um namero transfinito; um numero que
representa uma quantidade infinita. Entramos no campo dos cardinais infinitos
e, como ja dissemos, as regras ordinarias nem sempre sdo aplicaveis aqui.
Tomemos um exemplo de David Hilbert (1862 — 1943) para ilustrar.

Imaginemos um hotel com uma infinidade de quartos e uma
infinidade de hospedes, com todos os quartos ocupados. De repente chega um
senhor querendo alugar um quarto. O gerente ndo se intimida:

— Claro que temos, diz o gerente, e passa 0 hdspede do quarto 1
para 0 quarto 2, o do quarto 2 para o quarto 3, o do 3 para o0 4 e assim por
diante, deixando o quarto 1 livre para o novo hospede.

1 NUmeros naturais sdo os elementos do conjunto {0, 1, 2, 3, 4, . . .}, ou 0 que Bertrand
Russell (1872 — 1970) chamou de "nimeros indutivos”.



Se aparecesse uma quantidade finita n de novos hdspedes
também ndo haveria problema. Seria s6 passar o hdspede do quarto 1 para o
quarto n + 1, o do quarto 2 para 0 quarto n + 2 e assim sucessivamente,
deixando os n primeiros quartos desocupados.

Num
/ belo dia, apareceu uma
guantidade infinita de
/ hospedes querendo quartos.
O gerente  imediatamente
passou 0 hdéspede do quarto 1 para o
quarto 2, 0do 2 parao 4,0do 3 parao 6, 0
do quatro 4 para o 8, deixando, assim, os quartos impares desocupados,
podendo acomodar todos os novos hospedes.
Deste exemplo, néo é dificil concluir que, no campo dos cardinais

infinitos:
No+1=1Np,
No+n =Xy, onde né&um numero finito,
No+ No=Npg.

E ainda é possivel mostrar que:

NS =No,

Ng = X, onde n é um nimero finito.



Ja no tocante a subtracdo e a divisdo, os resultados ndo séo téo
"simples™. Analisemos as subtracdes:

1) No menos n, onde n é um ndmero finito — resta No;

2) No menos todos os naturais maiores ou igual n — restam 0s
naturais de 0 an—1, ou seja, n;

3) N menos todos os pares — restam todos 0s impares, ou seja,
resta No.

As trés sdo maneiras diferentes de subtragdo com Xo.

Serd que existe um transfinito maior que N,? Busquemos uma
resposta. Talvez o nimero de racionais? seja maior que o nimero de naturais.

Na verdade, por esse caminho ndo conseguiremos encontrar um
transfinito maior que No. Vamos construir uma relacdo de um-para-um entre
as fraches e 0s numeros naturais dispondo as primeiras em uma tabela de
linhas e colunas, onde a posicao das linhas determina o denominador, e a das
colunas, o numerador.

U5 215 (350 (45 sis (65 (715
16 26 306 4/6 (56 6/6 (7/6

vl e 3 s e

2 Numero racional é aquele que pode ser escrito na forma p/q (fracdo) com p e q inteiros e
g=0.



Obedecendo o caminho das setas e tomando apenas as fracoes
que apresentam no numerador e no denominador ndmeros primos entre si?
(aquelas que estdo em um circulo), podemos montar a sequéncia:

1, 1/2, 2, 3, 1/3, 1/4, 2/3, 3/2, 4, 5, 1/5,

Obviamente, mais cedo ou mais tarde, qualquer racional que se
considere aparecera nesta sequéncia. Podemos montar uma relacdo um-para-
um entre esta e 0s numeros naturais. Logo, existem tantos racionais quanto
naturais.

O leitor pode estar pensando, a essa altura, que ndo existe outro
transfinito, um transfinito maior que X, . Se assim o fez, enganou-se.

Consideremos o conjunto de todos os pontos de um segmento
unitario®. Cada ponto sera dado por sua distancia de uma das extremidades.
Essa distancia sera dada por um decimal infinito®. Suponhamos que alguém
alegue ter feito uma disposicéo linear desses decimais para que seja possivel
relaciond-los um-para-um com os naturais. Provemos que tal disposicdo é
impossivel. Suponhamos que a disposicao fosse:

0,3243567021 . . .

0,0675113498 . . .

0,4563876515 . .. distancia = 0,749999...
0,7659834012 . .. ~ A ~
0,0045327886 . . . : ¢ |
0,3415288673 . . . 0 1
0,4435567711 . .. T
0,6543879624 . . . 0,749999...

3 Chamamos de "nameros primos entre si** aqueles que sé admitem para divisor comum
a unidade. Consideramos, também, que 1 é primo de qualquer numero.

4 Na verdade estamos trabalhando com a infinidade dos niumeros reais, ja que o0 axioma
de Cantor-Dedekind nos diz que "os pontos de uma reta podem ser posto em
correspondéncia biunivoca com 0s nimeros reais".

50 decimal 0,5 pode ser escrito na forma 0,49999 ... .



Provemos que nessa sequéncia ndo estdo presentes todos 0s
decimais. Construamos o decimal tal que a primeira casa ndo seja igual a
primeira casa do primeiro decimal da sequéncia; a segunda casa nédo seja igual
a segunda casa do segundo decimal da sequéncia; a terceira, ndo seja igual a
terceira casa do terceiro decimal da sequéncia e assim por diante. Este numero
poderia ser:

0,

33—
6 —»
6 —>w
g —>u
3 —Oo
g —>w
7 —>o©
6 —>

nao
nao
nao
nao
nao
nao
nao
nao

Este decimal nédo esta incluido na sequéncia. Por mais que ele se
pareca com um decimal da n-ésima posicdo, sua n-ésima casa decimal nao
serda a mesma.

O numero de pontos de um segmento € maior que o nimero de
naturais. A este numero, Georg Cantor chamou de X3, 0 segundo transfinito.
Ele expressa, também, o nlimero de nimeros reais® existentes.

E interessante observar que o nimero de pontos de um quadrado
é igual ao numero de pontos de um segmento. Tomemos um segmento
unitario e um quadrado de lado unitario. Seja um ponto deste segmento, por
exemplo 0,243721 ... .

1o 1
0471 ...
w\_ ________ .P
0243721 . . i

0~ o 1
?‘ 0,232...

6 Pelo critério de Weierstrass, um numero real € aquele que pode ser escrito na forma
k,a1a2asas ..., onde k € um namero inteiro e as, az, as, as, ... € {1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9, 0}.



Podemos separar esse decimal em outros dois através da regra de,
em um, usar as casas de ordem par e, no outro, as casas de ordem impar.
Assim,

0471... e 0,232....

Fazendo estes ultimos, respectivamente, como ordenada e
abscissa de um ponto P do quadrado, podemos relacionar o ponto 0,243721. . .
do segmento de reta com o ponto P(0,232 ... ; 0,471 .. .) do quadrado. Da
mesma forma, sendo (0,324 .. .; 0,158 . ..) as coordenadas de um ponto M do
quadrado, podemos relacionar M com o ponto 0,312548 . . . do segmento.
Temos, aqui, uma relagdo um-para-um entre 0s pontos do segmento e 0s
pontos do quadrado. A cada ponto do segmento corresponde um, e somente
um, ponto do quadrado; a cada ponto do quadrado corresponde um, e somente
um, ponto do segmento. Ou seja, 0 numero de pontos do quadrado também
e N;.

Usando um raciocinio analogo, podemos mostrar que o numero
de pontos de um cubo também é N;.

Poderiamos nos estender e fazer a seguinte afirmacédo: o nimero
de pontos do espaco, de um plano e de uma reta € o0 mesmo, ou seja, 0O
conjunto de pontos do espaco, o de pontos de um plano e o de pontos de uma
reta sdo similares.

O ndmero de curvas, de todas as espécies, € maior do que o
numero de pontos do espaco e é expresso por N,. O conjunto dos cardinais
infinitos prossegue sem parar através de N, , N3, N4, N5 etc.

O que poderia ser expresso por N3 ?
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