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Tutoria em Algebra Linear

Modulo 5: Determinantes

Ementa: Definicao, exemplos e propriedades de determinantes de uma matriz.
Objetivos: Entender os métodos de determinacao do determinante de uma matriz e

saber utilizar suas propriedades na resolugao de problemas.

Dada uma matriz quadrada A, o determinante de A é um niimero associado a essa matriz
que denotamos por detA ou |A|. No caso da matriz A ser de ordem 2 ou 3 temos as seguintes
formulas para det A:

ay a
(i) Dada amatriz A= | ' "'? |, o determinante de A ¢ o ntimero
Q21  QA22
a;n a
detA=| " T = ay; - ag — arp - ag.
a21  G22
. , 8 4
Exemplo 1 Seja a matriz A = 5 | calcule detA.
Solucao:
8 4
detA = 2|:8'2—4~3:16—12:4.
apnl a2 Q13
(ii)) Dada a matriz A = | ag; ags as3 |, 0 determinante de A é o niimero

a3; asz2 a33

a1 G12 13
detA = | ag age ag3 | = A11022a33+A12023031 013021032 — 011023032 — 012021 33— 013022031 -

az1 asz 33

1 0 3
Exemplo 2 Seja a matriz B = 5 —4 1|, calcule detB.
-3 0 7



Solucao:

1 0 3
detA=| 5 —4 1
-3 0 7

= 1-—4-7T40-1-(=3)+3-5-0—(1-1-0)—(0-5-7)— (3-(—4) - (=3)) =
—284+0+0—-0—0—36=—64

1 Desenvolvimento de Laplace

Dada uma matriz genérica quadrada A, de ordem n, vejamos como obter o determinante de

@11 Q12 - Aip
Q21 Q22 -+ Q2p
Ap1 Qp2 " Qpp
Para cada par i,j € {1,2,...,n}, definimos a matriz A;; como sendo a submatriz quadrada

de A obtida retirando a i-ésima linha e a j—ésima coluna. Chamaremos de cofator e

denotaremos por A;; o nimero dado por
Dy = (=1 - | Ayl
O determinante da matriz A serda dado por
detA = anNip + aiplig + -+ + a3,

que chamamos de desenvolvimento de Laplace (ou expansao em cofatores).

1 0 2 0
_ 3 2 —-11 . .
Exemplo 3 Dada a matriz C' = 0 2 o0 2| utilize o desenvolvimento de Laplace
1 -1 1 3

para calcular detC'.

Solucao:
detC' = c11011 + c12D12 + 13013 + a1y
detC’ = C11 (-1)1+1 . |011| —+ C12 - (—1)1+2 . |012| -+ C13 (—1)1+3 . |013| —|— Ci4 * (—1>1+4 . ’Ol4|

2 -1 1 3 -1 1 3 2 1
detC =1-(=1)2-] 2 0 2|40-(=13-]0 0 2|+2-(=D)*-|0 2 2|+0-
-1 1 3 1 1 3 1 —1 3
3 ~1
(-1*-|0 2 0
1 -1 1

detC = 1-[04242—(0+4—6)]4+0+42-[18+4+0—(2—6+0)]4+0 = 1:[442]+0+2-[22—(—4)]+0 =
1-6404+2-26+0=64+04+52+0=58
s detC = 58



2 Propriedades

Counsidere a matriz

a1; a2 -+ Aip

ag1 Q22 -+  Q2n
A=

Ap1 Ap2 - Ann

e Se todos os elementos de uma linha ou coluna de A sao nulos, entao detA = 0;
o detA = detAl;
e Se trocarmos a posicao de duas linhas de A, o determinante troca de sinal;

e Se multiplicarmos uma linha de A por uma constante k, entao o determinante da nova

matriz é igual a k - det A,

a1 12 s Q1n a1; a2 -+ Aip

a1 a22 Tt A2p, Q21 Qg2 -+  Q2n
=k :

k-an k-ag - k-apn air Q2 0t Gin

(07951 An2 e Ann An1 Ap2 - Ann

e Se A tiver duas linhas ou duas colunas iguais, seu determinante é nulo;

e O determinante de A ndao muda se somarmos a uma linha, outra linha multiplicada

por uma constante;

e Se A for uma matriz triangular, entdo o determinante de A serda o produto da sua

diagonal principal;

e Se detA = 0 entdo nao existe A™!;
1 .

detA’

o det(AB) = detA - detB.

o detA™ ! =

Exemplo 4 Dadas as matrizes A =
1 2 10 20

4 4
3 ] e B= [ 3 ], determine:

1. detA;
2. detB;
3. det(AB).

Solucao:



4

3
1. detA:‘l —3.2-(4-1)=6-4=2.

2. Note que a matriz B € semelhante a matriz A, sendo que a unica coisa que difere ambas
¢ a multiplicacao da sequnda linha de A por 10. Assim, por meio das propriedades dos
determinantes, teremos que detB = 10 - det A.
c.detB =10-2 = 20.

3. Utilizando a propriedade, det(AB) = detA - detB, teremos que:
det(AB) =2 - 20 = 40.

01 —1
Exemplo 5 Seja a matrizC = | 1 2 —4 |, determine detC~*.
34 0
Solugcao: Ao invés de calular a matriz inversa e posteriormente seu determinante, vamos
1
tili edade detC—1 = .
utilizar a propriedade de TeiC
01 —1
detC=|1 2 —-4|=0-12—-4—(-6+0+0)=-16+6 = —10.
34 0
1 1
detC™l = — = ——.
- ~10 10

3 A matriz adjunta

Dada a matriz

11 Q2 - Aip

Q21 Q22 -+ QA2p
A= ,

Ap1 Ap2 - Ann

a matriz adjunta de A, denotada por adjA é a transposta da matriz dos cofatores de A,

isto é,
t
A11 A12 e Aln A11 A21 T Anl
Aoy Dy - Doy A Dy -0 A,
ad]A _ .21 ‘22 . '2 _ .12 .22 . ' 2
Anl AnQ e Ann A1n A2n e Ann

Uma relacao entre a matriz A e sua adjunta, é dada por
adjA - A=detA-I,.

Portanto, se A é uma matriz inversivel, entao

o1
~ detA

adj A.

Além disso,
A éinversivel <& detA # 0.



Exemplo 6 Calcule a matriz inversa de A =

N = W
e

1
0 |, utilizando os conceitos de matriz
2

adjunta.
1
Solucdo: Se A, for uma matriz inversivel, logo A~! = y tAade' Primeiramente encon-
e
traremos o detA:
3 11
detA=|11 0|=64+0+1—-(24+0+2)=7—4=3.
2 1 2
Agora encontraremos adj A, que para tal é necessdario a matriz dos cofatores de A:
10
Ay = (=1 L =1-(1-2-0-1)=1-2-0=2
ae | 1O
Bua = (—)M2| = (21) (1522002 = (<) (2 - 0) = -2
11
Az = (=1)13. 5 1 =1-(1-1-1-2)=1-(1-2)=-1
o | 11
Doy = (—1)*+. L 9 =(-1)-1-2=-1-1)=(-1)-(2—-1)=-1
242 | O 2
Ny = (—1)*+=. | 9 =1-3-2-2-1)=1-(6—-2)=14
243 | 0 1
By = (12| D= (1B =102 = (-1) (3-2) = -1
11
Az = (=1)3F1. Lo =1-1-0-1-1)=1-(0—-1)=—-1
52 | 0 1
Aoy = (1P| )= (2D (301 ) = (-1 (0 - 1) =1
43 | 3 1
Ngg = (—1)*15. L1 =1-83-1-1-1)=1-(3—-1)=2
2 =2 -1
Logo, a matriz cofatores de A, serd: A= | -1 4 -1
-1 1 2
2 -1 -1
Por conseguinte, adjA = NA'= | =2 4 1
-1 -1 2
2 =1 =1
3 3 3
-1 _ | =2 4 1
AT = 3 3 3
-1 -1 2
3 3 3



4 Exercicios

(1) Verifique se as sentencgas abaixo sdo verdadeiras ou falsas. Justifique sua resposta.
() det(5A) =5 - det(A);
() Sejam B e C, matrizes quadradas de ordem 2, tal que detB = —2 e detC = —3,
entao det(BC') = 6;
() det(D + E) = detD + detE;
() det(—F) = detF;

() detl, =1.
3 25
(2) Dada amatriz H= | 4 1 3 |, calcule:
2 3 4
(a) detH;
(b) detH?

(3) Se J é uma matriz quadrada de ordem 4, com detJ = 5 e a um numero real tal que
det(aJ) = 600, entao qual o valor de a?

(4) Calcule os determinantes das matrizes abaixo, utilizando o desenvolvimento de Laplace.

[0 10 0
(@) |0 6 1
2 5 -1
(2 6 8
) |36 9
48 12
0 0 0 1
2 -1 4 5
()
6 7 8 9
| 10 11 12 13
a b c
(5) Sabendo que | d e f | =10,determine :
g h 1
a d g
(@) | b e h
c f 1
a d a
(b) | b e b
c f c




d e f
(¢c)|a b ¢

g h 1

Ta Tb Tc
d) | d e f
g h 1

10 =2 0
(6) Qual o cofator do elemento kgg da matriz K = | 1 0 1 |7

3 -1 8

(7) Dadas as matrizes abaixo, se possivel, calcule as suas respectivas inversas utilizando o
conceito de matriz adjunta.

[0 5
a
(@) 1,5,
(9 8 7
(b | 6 5 4
_3 2 1
1 2 0 -2
-2 1 -3 0
@101 2 o
i 0 0 -1
(8) Resolva a seguinte equacao
2 1
+z —0
3 2—zx
x 3 0
(9) Dada amatriz L= | 2 1 2 |, calcule x para que L seja inversivel.
5 —1 0
0 2
etermine a matriz adjunta de =1 -3 9
10) D i iz adj de M
2 0 1
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