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PREFACIO

O propdsito dessas notas de aula é fornecer um material de apoio sucinto e objetivo para
a disciplina de Algebra linear que compde a grade de disciplinas obrigatérias dos cursos de
licenciatura em matematica, ciéncias da computacao, engenharia quimica, licenciatura em
fisica e sistemas de informacao da Universidade Federal do Espirito Santo, campus de Alegre.
Sendo assim, o principal foco foi cobrir todo contetido de tal disciplina, que aparece descrito
na se¢ao Conteido Programatico deste material. Além do contetdo tedrico, apresentamos
exercicios cujas resolugoes sao importantes para uma complementagao da aprendizagem dos
assuntos apresentados na disciplina.

Ressaltamos que para uma melhor compreensao do conteido e um aprofundamento maior
dos tépicos aqui apresentados, o aluno devera, sempre que possivel, consultar as referéncias
bibliograficas indicadas.

Essas notas foram iniciadas apds a primeira experiéncia do autor ministrando a disciplina
no primeiro semestre de 2022. E importante ressaltar ainda que este material estard em
constante processo de atualizacao. Portanto, quaisquer correcoes, sugestoes e comentarios
serao bem recebidos a fim de torna-lo mais completo possivel, visando atender aos estudantes
da disciplina.

Alegre, setembro de 2022.

Victor Martins
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INTRODUCAO

No decorrer deste material quando estivermos falando dos niimeros naturais N, estamos
nos referindo ao conjunto N = {1,2,3,...}. Quando estivermos interessados em incluir o zero
neste conjunto utilizaremos a notagao Ny, isto é, Ny = N U {0}.

Os principais objetos de estudo da algebra linear sao os chamados espagos vetoriais.
Os espagos mais utilizados e que sao os modelos mais claros para entender as defini¢oes que
serao apresentadas sao os espagos R", com n € N e n > 2, ou seja, o produto cartesiano de n
copias da reta real R. Para n = 2 e n = 3 temos representagdes geométricas:

Figura 1: Representacdo geométrica de R? =R x R = {(z,y) : z,y € R}

Figura 2: Representacio geométrica de R¥ =R x R x R = {(z,y,2) : z,y,2 € R}



Para n > 4 ndo temos uma representacao geométrica, mas o R* pode ser visto como
o espago-tempo da fisica, em que os pontos sdo da forma (x,y, z,t), com as trés primeiras
coordenadas representando a posi¢do no espago de uma particula e a tltima representando o
instante ¢ em que essa particula ocupa tal posicao.

Trataremos os elementos de R"™ como vetores, onde a soma ¢é definida por

(55175132;---,5%)"‘(yhy%'--,yn) = ($1+y1’x2+y2""7‘rn+yn)

e a multiplicagdo do vetor (x1, s, ..., z,) pelo nimero real a, chamado de escalar, é definida
por
a-(xy,x,...,2,) = (axy,azs, ..., ax,).

Os espacos R™ sao utilizados em varios ramos do conhecimento sob varios pontos de
vista e com diversas estruturas adicionais. Em &algebra linear a estrutura utilizada é a de
espaco vetorial que é induzida por um corpo. Isso é o minimo que precisamos para estudar
por exemplo, sistemas de equagoes lineares com varias incognitas.

Dividimos este material em quatro capitulos, sendo que o Capitulo 4 trata de casos
particulares da principal definicdo dada no Capitulo 3. Assim, de certa forma, temos um
material dividido em 3 partes, onde a terceira parte é composta dos capitulos 3 e 4.

No Capitulo 1, optamos por iniciar com a principal definicdo da disciplina: espaco
vetorial. Ainda que apresentemos apenas a definicdo de espagos vetoriais reais, veremos no
capitulo seguinte que a definicdo de espaco vetorial é analoga apenas permitindo que os
escalares estejam em um corpo qualquer. Apds apresentar a definigdo de espaco vetorial real,
estudamos o espaco vetorial das matrizes em detalhes. Nosso principal objetivo com isso é
utilizar as ferramentas matriciais a resolugao de sistemas lineares, o que finaliza o capitulo.

No Capitulo 2, apresentamos a definicdo geral de espaco vetorial e estudamos mais
detalhadamente tal estrutura. Faremos um estudo sobre os subespacos vetoriais e temos por
objetivo estudar conjuntos “minimos” que caracterizam todo o espaco vetorial, as chamadas
bases de um espaco vetorial.

No Capitulo 3, apresentamos um estudo sobre algumas aplica¢oes entre espacos veto-
riais, as chamadas transformagoes lineares. Dentre essas, daremos uma particular atengao
as bijecoes, que nos permitem obter informagoes de um espaco vetorial analisando outro
espaco vetorial diferente. Veremos no fim deste capitulo que podemos associar matrizes as
transformacoes lineares.

No Capitulo 4, iremos estudar um caso particular de transformagoes lineares, os chama-
dos operadores lineares, que sdo transformacoes lineares de um espago nele préprio. Nosso



objetivo seré obter matrizes mais simples que descrevam esses operadores. Em particular,
estaremos interessados em operadores diagonalizaveis, ou seja, aqueles que possuem uma
representacao matricial dada por uma matriz diagonal.

Além da teoria apresentada neste material de maneira mais objetiva e através de alguns
exemplos, também faz parte do texto dez listas de exercicios. Os exercicios tém o objetivo de
auxiliar na fixacao dos contetdos apresentados e algumas vezes complementar o texto.



CAPITULO 1

ESPACO VETORIAL DE MATRIZES

1.1 Espacos vetoriais reais

Um conjunto nao vazio V' sera dito um espago vetorial real (ou um R - espago
vetorial) se estiverem definidas uma adi¢gdo em V' e uma multiplicagao por escalar de R em
V:

+: VxV —» V -t RxV — V
(u,v) — u+v (a,v) +— a-v

@

satisfazendo:
(A1) A adigao ¢é associativa, isto é,

(u+v)+w=u+w+w), Yuvwel.

(A2) A adicao é comutativa, isto é,

ut+v=v+u VYuvel.

(A3) A adicao possui elemento neutro, ou seja, existe 0 € V, tal que, dadou € V', u+0 = u.

(A4) A adicdo possui elementos simétricos, ou seja, para todo u € V, existe —u € V, tal
que
u+ (—u) = 0.

(ME1) a(u+v) =au+av, Va€eR, u,veV.
(ME2) (a+b)u=au+bu, VabeR, ueV.
(ME3) (a-b)u=a(bu), VabeR, uelV.



(ME4) 1-u=u, YuelV.

Os elementos de V serdo chamados vetores e os elementos de R de escalares. O
elemento 0 € V serd chamado de vetor nulo e o elemento —v € V' de vetor oposto de v.

Observe que para qualquer a € R, se 0 é o vetor nulo do espago vetorial real V', entao
vale a -0 = 0. De fato, dado a € Re 0 € V, como 0+ 0 = 0, pela propriedade (ME1), temos

a-0=a(0+0)=a-0+a-0.

Somando o simétrico —a - 0 de a - 0 a ambos os lados da igualdade acima e utilizando as
propriedades (A4), (A1) e (A3), temos

0 = a0 + (—a0) = (a0 + a0) + (—a0) = a0 + [a0 + (—a0)] = a0 + 0 = «0.

Exemplo 1.1 Considere V =R? = {(z,y) : x,y € R} e as sequintes operacoes definidas em
V:

(z1,91) + (v2,92) = (1 + 22,41 +12), T1,Y1, 72,92 €R

a-(z1,1) = (ax1,ay1), a, 21,41 € R

O wvetor nulo neste caso ¢ (0,0) € R2. O wetor simétrico de (x,y) é (—x,—y). E possivel
mostrar que V satisfaz todas as condicoes da definicio de espago vetorial real e portanto R? é
um R-espago vetorial.
Exemplo 1.2 R" ¢ um R-espaco vetorial para todo n inteiro positivo.
Exemplo 1.3 Considere o conjunto dos nimeros complezos C ={a+bi: a,b€R e i*=
—1}. Definimos a soma de dois nimeros complexos e a multiplicacao de um nimero real por
um numero complexo como seque:

(a+bi)+ (c+di) = (a+b)+ (c+d)i, abc,deR,
a-(a+bi) =aa+abi, a,bacR.
Com as definicoes acima € possivel mostrar que C é um R-espago vetorial.

Exemplo 1.4 Sejam X C R um conjunto nao vazio e V=F = {f : X — R} o conjunto das
fungoes reais de dominio X. Definimos em F uma adicdo e uma multiplicacao por nimeros
reais da sequinte forma:

+: FXF — F
(fr9) — f+y
dada por (f + g)(z) = f(z) + g(x), para todo v € X. F

ot RxF —  F
(O[,f) '—>O'/'fa

b}



dada por (o - f)(z) = a- f(x), para todo x € X. Vamos mostrar que F é um espago vetorial
real. Sejam f,g,h e F,x € X ea, € R.

o« Al

Portanto (f+g9)+h=f+(g+h).
. A2.

(f+9)(@)=flx)+gx)=g@) + flx)=@+)lx)=f+g=9g+ ]

o AS3. Note que a funcdo constante zero é o vetor nulo, isto €, a funcao

0r: X — R
z — 0,

¢ tal que f+0r = f para todo f € F.
o AJ. Considere a funcio f~ definida por:

i X — R
r —f($)7

e observe que
(f+ 7)) = fl2) + f(x) = f(x) = fl2) =0= f+ [~ =0z
. MEI1.
a(f +9)(x) = a(f(z) +9(z)) = af(z) +ag(z) = (af +ag)(z) = a(f +9) = af +ag.
. ME2.
((a+B)f)(z) = (a+B)f(z) = af(z) + Bf(z) = (af + Bf)(x) = (a+B)f = af + 5.

. MES3.
((ap)f)(x) = (ab) f(z) = a(Bf)(x) = (af)f = a(Bf).

o MEJ. A fungio constante 1 é tal que (1- f)(z) =1- f(x) = f(z) = 1- f = f, para todo
ferF



Portanto F é um R-espago vetorial.
Exemplo 1.5 R? com as operagoes definidas abaizo ndo é um R-espaco vetorial:

(T1,71) + (@2, ¥2) = (x1 + T2, 11 +y2), Z1,Y1,%2, Y2 €R

0‘($1ay1) = (az1,0), a,z1,51 €R.

De fato,
L (z1,y1) = (121,0) = (21,0) # (21,91,

sempre que y; # 0.

Exemplo 1.6 Seja P(R) = {ag+a1z+---+apzn+---: a; €ER, n€Z, n>0} o conjunto
dos polinomios em uma varidvel real. Com as operagoes usuais de soma e multiplicacao por
escalar P(R) € um espago vetorial real.

1.1.1 Exercicios

(1) Dado n um inteiro positivo, seja P,(R) = {ap + a1+ - - - + a,2" : a; € R} o conjunto
dos polindmios de grau menor ou igual a n de uma variavel com coeficientes reais.
Mostre que P,(R) é um R-espaco vetorial.

(2) Dados a, 1, ¥y, T2, Y2 € R, considere as seguintes operagoes definidas em R?:
(1, 91) + (22, 42) = (21 + T2, 41 + y2)
a(z1,y1) = (3axy, 3ay: ).
Mostre que com essas operacoes, R? nao é um R-espaco vetorial.

(3) Dados a,x1,y1, T2, y2 € R, considere as seguintes operacoes definidas em R?:
(T1,91) + (¥2,92) = (21 - T2, Y1 - Yo)

a(zy,y1) = (azy, ayy).

) Mostre que com essas operagoes vale a associatividade da adi¢do em R2.
) Mostre que com essas operagoes vale a comutatividade da adicao em R
c¢) Determine um elemento neutro da adicdo definida em R2.
¢

)

Mostre que nem todo elemento de R? terda um elemento oposto (simétrico) com
a adicao definida e conclua que com as operacoes dadas, R? nao é um R-espaco
vetorial.



(4) Dados a, 1,1, 21, T2, Y2, 22 € R, considere as seguintes operagoes definidas em R3:
(z1,91,21) + (22,42, 22) = (0,0,0)

a(r1,y1, 21) = (axy, ayy, az1).

Mostre que com essas operacoes, R nao é um R-espaco vetorial.

(5) Verifique se R? com as operacoes abaixo é um R-espago vetorial:
(z1,91) + (22, 92) = (21 + 91, 0)

a(ry,y1) = (axy, ayr),

para quaisquer a, x1, Y1, T2, Y2 € R.

(6) Verifique se R? com as operagoes abaixo ¢ um R-espaco vetorial:
(21, 91) + (22, 92) = (21 + Y1, 22 + y2)

a(xb yl) = (ale, @2y1),

para quaisquer a, 1,1, T2, Y2 € R.

(7) Sejam a um numero real e v um elemento de um R-espago vetorial V. Mostre que, se
av =0 entdo a = 0 ou v é o vetor nulo de V.

(8) Seja v um elemento nao nulo de um espago vetorial real V. Mostre que a fungao

R — V
a —— av

é injetora.

1.2 Matrizes e sistemas lineares

1.2.1 Matrizes

Dados dois niimeros inteiros positivos m e n, uma matriz m x n (lé-se “matriz m por
n”) sobre um conjunto K é uma fungio da forma

A: {1,2,..., m} x{1,2,...,n} — K
(Za.]> L A(Z,])ZCLU



Toda matriz pode ser representada por uma tabela formada por m - n niimeros dispostos em
m linhas e n colunas da seguinte forma:

a1 a2 ... Qip a1;  aiz ... Qip
21 929 ... Qop a921 929 ... QAop
A= Amxn = . . . . -
Am1 Am2 ... Qmnp Am1 Am2 ... Omn
11 Q1n
a21 Q2n, N .
As m-uplas . s . sdo as colunas da matriz.
Am1 Amn
As n-uplas ( ayl @1z ... Qin ) e ( Am1 Om2 -+ Omn ) sao as linhas da matriz.

a;j € o elemento da linha 7 e coluna j e m X n ¢ a ordem da matriz.
Se A = (a;;) é uma matriz, entdo as entradas a;;, formam a diagonal principal de A.

Utilizaremos o simbolo M,,«,(K) para denotar o conjunto das matrizes m x n com
entradas no conjunto K e na maior parte deste material, estaremos interessados em matrizes
sobre o conjunto dos niimeros reais, ou seja, estaremos assumindo K = R. A insisténcia na
utilizagao de K em algumas defini¢oes e resultados é para enfatizar que mesmo que nosso
foco sejam as matrizes reais, muitos dos resultados e definigbes podem ser estendidos para
outros conjuntos.

1 2 10 25 -3
Exemplo 1.7 A = [3]| € uma matriz quadrada de ordem 1 e B=| 26 0 3 9 0

-1 4 0 8 13
¢ uma matriz de ordem 3 X 3.

Algumas matrizes, por possuirem caracteristicas especificas, recebem nomes especiais,
como veremos em alguns exemplos a seguir:

e Matriz coluna: ¢é toda matriz de ordem m x 1, isto é, uma matriz que possui uma
Unica coluna.

o Matriz linha: ¢é toda matriz de ordem 1 X n, isto é, uma matriz que possui uma tnica
linha.

e Matriz nula: é toda matriz tal que todas as suas entradas sao nulas, isto ¢ a;; = 0
para todos i, j. A indicamos por 0,,xy.



e Matriz quadrada: ¢ toda matriz em que o nimero de linhas ¢ igual o namero de
colunas, isto é, m = n. Neste caso dizemos que a matriz tem ordem n.

o Matriz diagonal: ¢ uma matriz quadrada onde todos os elementos que nao estao na
diagonal principal sao nulos, isto é, a;; = 0, se i # j.

a1q 0 . 0
A— 0 CL.QQ 0
0 0 ... ap

e Matriz identidade: ¢é uma matriz diagonal onde todos os elementos da diagonal
principal sao iguais a 1, isto ¢ a;; = 0 se ¢ # j e a; = 1. A matriz identidade de ordem
n é denotada por I,.

100
.&z(é?) Is=| 0 1 0
0 01

e Matriz triangular superior: ¢ uma matriz quadrada onde todos os elementos abaixo
da diagonal principal sao nulos, isto ¢, a;; = 0 se i > j.

apr a1 ... Qip
0 22 ... QA9p

A=
0 0 ... ap

o Matriz triangular inferior: é uma matriz quadrada onde todos os elementos acima
da diagonal principal sao nulos, isto ¢, a;; = 0 se i < j.

aiq 0 c. 0

o1 Q22 ... 0
A=

Ap1 QAp2 ... QApp

Duas matrizes A,,«, € Byx, sdo iguais, isto é, A = B se, e somente se, m = p, n = q,
a;j = bj; paratodos 1 <i<mel<j<n.

No conjunto das matrizes m X n com entradas reais podemos definir uma operacgao de
adicdo e uma multiplicacdo por escalar. Para isso, sejam A = (a;;), B = (b;j) € Mpxn(R) €
a € R. Definimos a adi¢ao por
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+ 1 Myxn(R) X Mpxn(R) — Mxn(R)
(A, B) — C,

onde C' = (¢;5), com ¢;; = a;; + b;j para todos 1 <i < mel < j <n. E definimos a
multiplicacao por escalar a € R como

R X Myyn(R) — Myen(R)
(ar, A) — C = aA,

onde C' = (¢;5), com ¢;; = aa;; para todos 1 <i<mel<j<n.

1—10+11—1 2 0 -1
2 1 3 -3 2 0 -1 3 3

Exemplo 1.8

Exemplo 1.9
5 2 1 (10 5
-3 -1 ) \15 =5

Com essas duas definigoes acima, é possivel mostrar que o conjunto das matrizes M, ., (R)
é um espaco vetorial real. Portanto, dadas as matrizes A, B, C' de ordem m X n e 0s nimeros
reais a, b, as seguintes propiedades envolvendo adicao de matrizes e multiplicacao por escalar
sao satisfeitas:

(Al) (A+ B)+C = A+ (B + () (associatividade);
(A2) A+ B = B + A (comutatividade);

(A3) A+ 0,5 = A (elemento neutro);

(A4) A+ (—A) = 0% (elemento oposto);

(ME1) a-(A+B)=a-A+a-B;

(ME2) (a+b)-A=a-A+0b- A;

(ME3) (a-b)-A=a-(b-A);

(ME4) 1-A = A;

11



1.2.2 Sistemas lineares
Uma equacgao linear ¢ uma equagao da forma
a1r1 + asxs + ... + apx, = b,

onde 1, %s,...,x, sdo as incégnitas ou variaveis e ay,as,...,a,,b sdo os coeficientes
reais. Nao existe multiplicagao de variaveis. E um sistema linear de m equagoes a n
variaveis é um conjunto de m equacoes lineares como o que segue

anT + a19Ts + ... + a1, = by
211 + A99To + . .. + AopLy = bg (1 1)

A1 L1 + QmaXo + ...+ QGn Ty, = by

Uma solugao para o sistema (|1.1) é uma n-upla (z1, xs, ..., x,) de niimeros reais que satisfaz
simultaneamente todas as equagoes que compoem o sistema.

Exemplo 1.10

20 —y+22=5
—x+3y—z=>5 (5,3,—1) € uma solugio do sistema (€ a unica solugdio!).
T+2y+3z2=38

Exemplo 1.11

20 —y =17
—x+3y=4 Sistema que nao tem solugdo.
r+ 2y =10

Exemplo 1.12

20+y—32=0
r—y+2=0 (0,0,0) € uma solugao do sistema (é a unica solugio!).
r+2y—2=0

Exemplo 1.13

20 +y—32=0 9 5
r—y+z2=0 {(t, —t, t) , t € R} sdo as infinitas solugoes do sistema.
_ 33
r+2y—42=20

Em alguns casos, podemos ter interpretagoes geométricas para um sistema linear. Por
exemplo, um sistema linear em R2, isto é, um sistema do tipo

a1x + by = 1
asx + by = co

12



pode ser interpretado como a posicao relativa entre duas retas a saber: a reta r que corresponde
a primeira equacao do sistema e a reta s que corresponde a segunda equagao. Existem 3
possibilidades para este sistema:

(i) Ele ndo possuir solugdo, ou seja, as retas serem paralelas (ndo coincidentes).

(ii) Ele possuir uma solugao, ou seja, as retas sdo concorrentes.

(iii) Ele possuir infinitas solugoes, ou seja, as retas sdo coincidentes.

Em R3, se tivermos um sistema com duas equacoes, ou seja, se tivermos as equacoes de
dois planos, estes planos podem ser paralelos, logo o sistema nao tera solucao. Eles podem
ser coincidentes, resultando em um sistema com infinitas solugoes. Ou eles podem ter uma
reta de intersec¢ao, e neste caso, também teriamos um sistema com infinitas solugoes.

Em geral, quando nos deparamos com um sistema linear, estamos interessados em discutir

a solucao deste sistema e, se possivel, encontrar uma tal solu¢do. Muitas vezes procuramos
maneiras de transformar nosso sistema em algo mais facil de resolver, mas nem sempre isso

13



nos retornara todas as solugoes do nosso sistema original. Por exemplo, considere o sistema
linear genérico
anry + apexs + ...+ a1y, = Y1

A21T1 + Q22T2 + ... + A2, Ty, = Y2 (1.2)

Q11 + AmaT2 + ...+ ATy = Ym

e sejam cy, Ca, . . ., Cy constantes reais. Vamos multiplicar a i-ésima equagao do nosso sistema
(1.2) pela constante ¢; e em seguida somar todas as equagoes do sistema. Iremos obter

cr(anritantot. .. +a1,T0)+  +Cm(@m1T1+ameTat. .+ amnTn) = c1y1+- - +CmYm. (1.3)

Toda solugao de ([1.2)) é solugao de (1.3]), porém o caminho contrario ndo necessariamente é
verdade, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 1.14

20 —y+22=5 x(1) 20 —y+22=5
—x+3y—z=5 x(2) — —2x 46y — 22 =10
r+2y+32=8 x(-1) —r—2y—3z2=-8

Somando as equagoes do sistema modificado, obtemos
—r+3y—32="1.

Note que (5,3,—1) € solugio do sistema inicial e também da equag¢io obtida depois de
modificarmos o sistema. Além disso, isolando x na equagdo, obtemos

r=3y—32—T.

Assim, (3y—3z—1,y,z) € uma forma geral para as solugoes da equagio. E fazendoy =z =0
temos que (—=7,0,0) é solugcao da equagdo. Porém nao é solugao do sistema inicial.

Definigao 1.1 Considere o sistema linear (1.2)) e o sistema abaizo

bi1x1 + bigwo + ... + b1, = 2

ba121 + ooy + ...+ bopx, = 29 (1.4)

bmlxl + bmgl'g + ...+ bmnxn = Zm-

Dizemos que (1.2)) e (1.4) sio equivalentes se cada linha de cada um dos sistemas for obtida
através de uma combinacao das linhas do outro sistema.

Dois sistemas equivalentes possuem o mesmo conjunto solucao. Dai, a importancia
da busca por sistemas equivalentes mais faceis de serem resolvidos. Algumas operagoes
elementares sobre as linhas de um sistema nos retornam sistemas equivalentes. Vejamos quais
sao essas operacoes elementares:
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(i) Troca de linha (L; <+ L;).
(ii) Multiplicagdo de uma linha por um escalar (L; <> kL;).

(iii) Trocar uma linha pela soma dela com outra linha multiplicada por um escalar (L; <>
L+ kLj).
Exemplo 1.15

2r+y=>5 — L262Le 2r+y=>5 — Lo LitL =3y =9
—r—2y=2 —2r—4y=4 —2r —4y =4

dat temos
—3y=9=y=-3

e portanto,
-2z —4(-3)=4=c=14

e a solugio do sistema é (4,—3).

Exemplo 1.16

20—y =17 x4+ 2y =10 x4+ 2y =10

—r43y=4 =M —pi3y =4 S0, 0 Sy =14

x4+ 2y =10 20 —y =17 —by =—13
14 13

dai temos y = 5 ey = = 0 que € impossivel, logo o sistema nao tem solugdo.

Exemplo 1.17

20 —y—32=0 r4+2y—42=0 r+2y—42=0
r—y+2=0 =Ll r_y4+2=0 éﬁiiﬁiiﬁiiiﬁi —3y+52=0
r+2y—42=0 20 —y—32=0 —dy +52 =0
r+2y—42=0
=leolst(=Dl2 & 3y 4 52 =0
—2y=0

dai temos y =0, z =0, z = 0 e a solugao do sistema ¢ (0,0,0).

Nosso objetivo ao efetuar as operagoes elementares em um sistema linear é gerar um
sistema “mais simples” de resolver. Efetivamente, as operacoes sao efetuadas nos coeficientes
das variaveis, logo as operagoes podem ser adaptadas para que possam ser efetuadas somente
nestes coeficientes (eliminando as variaveis).
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1.2.3 Matriz de um sistema linear

Considere o sistema (|1.2) dado anteriormente, a matriz

@11 A2 - Ay Y1
Q21 Qg2 -+ QA2p 1 Y2
Am1 Qm2 “° Amn ¢ Ym

é chamada a matriz ampliada do sistema (1.2)) (ou matriz completa). Toda operacao
elementar sobre as linhas do sistema ([1.2)) corresponde uma operagao (elementar) sobre as
linhas da matriz ampliada.

Defini¢ao 1.2 Duas matrizes A e B em M,,x,(R) sdo chamadas de linha equivalentes
se pudermos obter B aplicando um nimero finito de operacoes elementares a matriz A.

2r4+y=95
—x — 2y =2

2 1 5 :>L1<—>L1+2L2 O —3 9 :>L1<—>—%L1 0 ]. —3
-1 -2 : 2 -1 -2 : 2 -1 -2 : 2

:>L2<—>L2+2L1 0 1 _3 :>L2<_>_1L2 O 1 _3 :>y: _3’ 1‘247
-1 0 : —4 1 0 : 4

Exemplo 1.18 {

dai temos que a solugio do sistema € (4,—3).

20 —y=7
Exemplo 1.19 —r+3y=4
x4+ 2y =10
2 -1 : 7 0 5 : 15 0 5 : 15
—1 03 o4 | =Doninr | -1 o3 oa [ SPOEUR g 3y
1 2 : 10 0 5 : 14 0 0 : -1
dai temos um absurdo, pois teremos pela ultima linha que 0 = —1. Portanto o sistema nao

possui solucao.

Em resumo temos o seguinte esquema que relaciona sistemas lineares e matrizes:
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. . operagoes elementares . .
Sistema linear — Sistema equivalente

| |

matriz ampliada — matriz linha equivalente
operagoes elementares

Definicao 1.3 Dizemos que uma matriz estd na sua forma escalonada se ela for nula,
ou se ela satisfaz os sequintes itens:

o primeiro elemento nao nulo de cada linha € igual a 1;

a coluna onde ocorre o primeiro elemento nao nulo de cada linha tem os outros elementos
nulos;

e todas as linhas nulas ocorrem abairo das linhas nao nulas;

e se o primeiro elemento nao nulo da linha i acontece na coluna j entao o primeiro
elemento nao nulo da linha © + 1 aparece na coluna k > j.

[ 0 01000 ]
0 00 0 10
0 00 0 0 O
I 0 00 0 00 |
01201
Exemplo 1.20 | 0 0 0 1 3 | estd na forma escalonada.
00 00O
100 O 03 1
Exemplo1.21 | 0 1 0 =2 | e| 1 0 —1 | nao estao na forma escalonada.
000 1 00 O

Teorema 1.1 Toda matriz é linha equivalente a uma matriz na forma escalonada.

Este resultado é importante pois ao reduzirmos a matriz ampliada de um sistema a
uma matriz na forma escalonada obtemos um sistema equivalente ao sistema dado que se
encontra da maneira mais simples. Este processo chamado escalonamento de matrizes
quando utilizado em sistemas de equagoes lineares é chamado de processo de eliminagao
de Gauss-Jordan.
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20 +y—2=1
Exemplo 1.22 { Cr—y4z=2
2 1 -1 11 Lol -1 -1 1 : 2 Lo Lot2Ly -1 -1 1 : 2
-1 -1 1 : 2 2 1 -1 :1 0 -1 1 :5
et S S bl B E T AR 154
01 -1 : =5 01 -1 : =5

dai temos que a solugio do sistema € {(3,—5+ z,2) : z € R} e portanto o sistema tem
infinitas solugoes.

1.2.4 Multiplicacao de matrizes

A multiplicacao de matrizes foi apresentada pelo matematico britanico Arthur Cayley
(1821-1895) em um trabalho de 1858. Ele notou que essa multiplicagdo simplificava o estudo
de sistemas de equagoes lineares. E ainda, ela nao satisfazia algumas propriedades comuns
em multiplicacdo, como a comutatividade e a lei do cancelamento.

Sejam A = (aij)mxn € B = (bjk)nxp duas matrizes. O produto AB de A por B é
definido por
©t Mysen(R) X Mysp(R) — Moy (R)
(A, B) — AB =C,

onde C' = (¢ik)mxp ¢ dada por

n
Cik = Z aij - bjx = anbix + apbop + ... + ainbpr,
j=1

para todos 1 <i<mel <k <p. Assim

i1 Ci2 ... Cip
Co1 Co22 ... Cgp
Cmi Cm2 ... Cmyp
Vejamos como obter o elemento ¢;; de C'.
bi; :
bo, L
e JE
Qi1 Q2 ... Qip |- . . . =1 - Zaikbkj =1 G
: : : k=1
by

linha ¢ da matriz A coluna j da matriz B
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Exemplo 1.23

ail a2 apy - by +aig - bar arg - bia + aga - by
b1 Do .
Qo1 A9 : = | a2 - b1 +ag - by @ - bia 4 age - by
ba1 Do 952 b b b b
a3 a32 / 3.5 x azy - 011 +age-ba1 azr-biz+aze-b2 ), o
4 —1
1
Exemplo 1.24 Considere as matrizes D = ( 1 239 )1X4 e B = g . , €
5 4

4x2
observe que:

e D-E=((1-49+2-0+B-3)+9:5) (1-(-))+@2-D+B-7)+(9-4) ) =
(4+0+9+45 —1+4+2+21+36 )= (58 58)

o Porém a multiplicacao E - D ndo pode ser realizada ji que E tem duas colunas e D
uma linha.

A multiplicagdo de matrizes satisfaz algumas propriedades que serao listadas a seguir.

Sejam A € M,,»,(R) e as matrizes identidades I, e I,,,. Entao

A-I,=1,-A=A (elemento neutro ou identidade da multiplicac¢ao);

Sejam A € M,,«n(R) e as matrizes nulas 0y,xp € Ogxm. Entdo

Oka CA = Ok:><n
A- On><p = Omxp;

Dadas as matrizes com suas respectivas ordens A,,xp, Bpxn € Cpxn, temos

A-(B+C)=A-B+A-C (distributiva a esquerda da multiplicacao);

Dadas as matrizes com suas respectivas ordens Anxp, Bxn € Crxn, temos

(B+C)-A=B-A+C-A (distributiva a direita da multiplicagao);

Dadas as matrizes com suas respectivas ordens A,,xn, Byxp € Cpxi, temos
(A-B)-C=A-(B-C) (associatividade);
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Observagao 1.1 O produto de matrizes ndao satisfaz propriedades comuns em multiplicagoes,
como veremos a sequir. E além disso, podemos utilizar a operacao de multiplicacdo de matrizes
para reescrevermos sistemas lineares.

(1) Em geral, se A e B sio matrizes, AB # BA. Por exemplo, se A é uma matriz de ordem
2 x 3 e B uma matriz de ordem 3 x 1, o produto AB estd definido, porém o produto BA
nem definido pode ser. Logo para que existam os produtos AB e BA, as duas matrizes
devem ser quadradas e de mesma ordem. Contudo, isso ainda nao é o suficiente para

termos AB igual a BA. Por exemplo, se A = ( (2) (1) ) e B= ( (1) (1) ), temos

10
AB:(O 2>

2 0
ma-(20).

Portanto a multiplicagdo de matrizes nao é comutativa.

que € diferente de

(2) Em geral, para matrizes AB = 0 ndo implica em A =0 ou B =0. Por exemplo

) ) -(00)

(8) Os sistemas lineares, como (1.2), podem ser expressos por uma equag¢io matricial

AX =Y,
aixz a2 -t Qi T hn
onde A = a.21 a.22 . a?n , X = 33-2 Y = "
Gr;ﬂ 0/7;12 e ay;m mxn x” nx1 Ym / mx1

Com a multiplicagao de matrizes definida, podemos definir a potenciagdo de matrizes
da maneira usual. Dado A € M,(R) uma matriz quadrada de ordem n, definimos

A'=71, A'=A ¢ A*=A4-A---A keN, k>2.

k  vezes

Definigao 1.4 Dada uma matriz A = (a;;) de ordem m X n, chamamos de matriz trans-
posta de A, e denotamos por por A', a matriz B = (b;;) de ordem n x m, onde b;; = aj;,
para todos 1 <i<nel<j<m.
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Exemplo 1.25

—4 0
A=| -1 2 |; A= <'ﬁ1'_1 0)

Dadas as matrizes A e B e o niimero real a, é possivel mostrar que, existindo as somas e
produtos de matrizes abaixo, a transposicao de matrizes satisfaz:

« (A+ B)'= A"+ BY;
(a-A) =a- A
« (A-B)t = BtA";
(A" =

Defini¢ao 1.5 Uma matriz quadrada A é chamada simétrica se A' = A e ela é dita
antissimétrica se A' = —A.

2 -1 3
Exemplo 1.26 Seja A= | —1 1 0 | entdio A® = A e portanto, A é simétrica.
3 0 5
0O 1 -3
Seja B=| -1 0 2 entdo B' = —B e portanto, B € antissimétrica.
3 =2 0

1.2.5 Matriz inversa

Dada uma matriz quadrada A de ordem n, chamamos A de inversivel (ou invertivel)
se existe uma matriz B tal que

A-B=B-A=1,.

Neste caso, dizemos que a matriz B é inversa de A.

2 2

Exemplo 1.27 Dado a matriz A = ( :1)) Z ), temos que B = ( _32 11 > ¢ inversa de A.

Ao contrario, por exemplo, dos nimeros reais, nao é verdade que toda matriz quadrada
nao nula possui uma inversa. Ou seja, existem matrizes nao nulas que nao sao inversiveis.

: . 11 . ..
Verifique, por exemplo, que a matriz | 1 ) nao possui inversa.

Proposicao 1.1 Se A é uma matriz quadrada de ordem n que possui uma inversa B, entdo
essa inversa € unica.
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Demonstracao: De fato, suponha B e C' duas matrizes inversas de A. Entao temos

C=C-1,=C(AB) = (CA)B = I,B = B.

Devido a unicidade da inversa de A iremos denotar essa inversa por A~

Proposicao 1.2 Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n.
(i) Se A € inversivel, entdo A~ é inversivel e (A~1)~1 = A.

(ii) Se A e B sao matrizes quadradas de mesma ordem inversiveis, entao AB € inversivel e
(AB)_l — B_lA_l,'

Um grande interesse por tras do estudo das matrizes inversiveis estd no fato de que
para sistemas lineares em que o nimero de equagoes coincide com o nimero de incognitas,
podemos utilizar um outro método para resolvé-los, que chamaremos de método da matriz
inversa. Considere o sistema

AX =B

e suponha que A seja uma matriz inversivel. Neste caso, existe a matriz A~! tal que

A-A1=A"1. A=1Tedai

AX=B& A (AX)=A"1-B
S (A AX=A"B
- X=A"1B
s X=A"1 B

Portanto, se A é inversivel, o sistema possui uma tnica solu¢ao dada por
X=A"1.B.

Como ja vimos, o fato de uma matriz ser quadrada nao garante que a mesma seja
inversivel. Logo estamos interessados em métodos para determinar se uma matriz quadrada
¢ ou nao inversivel e além disso, em maneiras de se determinar essa inversa. Na Secao [1.3
veremos uma maneira de saber se uma matriz é inversivel utilizando determinantes. A seguir
veremos uma maneira de calcular a matriz inversa, caso ela exista.

Um procedimento pratico para obten¢ao da matriz inversa, quando esta existir, consiste
em efetuar operagoes elementares nas linhas de uma matriz dada até obtermos a matriz
identidade. Caso isso seja possivel a matriz dada é inversivel e para obtermos a inversa basta
aplicarmos a mesma sequéncia de operacoes elementares nas linhas da matriz identidade.
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Em resumo, fazemos a sequéncia de operacoes elementares simultaneamente numa matriz
A dada e na matriz identidade I de mesma ordem que A. Quando no lugar de A tivermos a
matriz identidade, entdo no lugar de I teremos a matriz inversa de A.

A D 1] — I i A7
~—~—
operacoes elementares

1 2 3
Por exempo, vamos verificar se a matriz A = | —2 5 —6 | é inversivel. Para isso,
-3 6 0

faremos simultaneamente operacoes elementares nas linhas de A e da matriz identidade I3.

1 23 1100 | 231
25 —6 10 1 0 |="0 g 9012 Lo La+3 Ly
-3 6 0 0 0 1 -3 6 0 0 1
1 2 3 1 00 1 2 3 :1 00
0 9 0 21 0 :>L2<—>éL2 0 1 0 % % 0 :>L1<—>L172-L2
0 12 9 3 0 1 0 12 9 : 3 0 1
3 _2 © 5 _2
Lo 345 -50 103 :3 =20
001 0 2 L1 g [=fokggq g2 1 g [=hosh
012913 0 1 0091 4
2 2 D4 2 1
103§ -5 0 100 4 2 1
2 1 Li<L1—3-L S
010 s o= loro:r 2 5000
: 41 Do 41
001 21 2T 9 00 1: 27 2T 9
4 2 _1
9 9 3
Portanto, At = | 2 5 0
1 _4 1
27 T2 9

1.2.6 Exercicios

(1) Mostre que o conjunto M,,,(R) das matrizes m x n com entradas reais, com a operacgao
usual de adi¢ao e a multiplicagdo por escalar usual é um espago vetorial real.

(2) Determine os valores de z, y e z em R para que as matrizes A e B dadas sejam iguais:

(z+y 0\ (130
A_< z x—2y>’ B_<1 4)’
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(3) Dadas as matrizes:

—1 4 —2
AZ( 2 0 —1)’ B

determine:

1
01 -2
(01_1>, C=1|1 ,D:(—l 1),

(4) Considere as matrizes
A = [ajjlaxs, com  a; =i—7j;
B = [bij]sx9, com b;; = j;

C =lc¢ij], com C=AB.
(a) E possivel determinar cgs? Justifique.
(b) Determine csg.

(5) Dada uma matriz A, dizemos que uma matrix X comuta com A se AX = XA.
Determine todas as matrizes que comutam com

10
A= ( LY )
(6) Uma matriz quadrada A serd dita nilpotente se existir um nimero natural n tal que
A" = 0. E o menor nimero natural n tal que A" = 0 serd chamado de ordem de

nilpoténcia de A. Determine todas as matrizes nilpotentes de ordem 2 com ordem
de nilpoténcia 2.

(7) Em R3, se tivermos um sistema linear com trés equagoes, quais seriam as possibilidades
de interpretacoes geométricas para este sistema e qual seria a consequéncia na resolucao
do sistema para cada possibilidade?

. (1 2 3
(8) (a) ObtenhaA,ondeA-(O 14 )
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(10)

(11)

(12)

(13)

(15)

(16)

(b) Mostre que (A+ B)" = A*+ B' e (kA") = kA", onde A e B sdo matrizes quaisquer
de mesma ordem e k € R.

(c) Se A é uma matriz de ordem m X n e B é uma matriz de ordem n x p, prove que
(AB)t = B'A".

(d) Mostre que (A")! = A para toda matriz A.
Mostre que se B é uma matriz quadrada, entao:
(a) B+ B' e BB' sdao simétricas;

(b) B — B' ¢é antissimétrica.

Mostre que toda matriz quadrada se escreve como a soma de uma matriz simétrica e
uma matriz antissimétrica.

Mostre que uma matriz A é inversivel se, e somente se, A é inversivel. Conclua que as
operagoes de inversdo e transposicio comutam, isto é, (AY)~! = (A7!)!, quando A é
inversivel.

Mostre que se A e B sdo matrizes inversiveis, entdao AB ¢ inversivel e (AB)™! = B~1A™1.

(21
Squ-(_l 3>.

(a) Obtenha a forma escalonada de A.

(b) A é inversivel? Justifique e caso seja inversivel, determine A~

Determine a matriz inversa de cada uma das matrizes dadas:

127
(a) A_ ( 5 3 >7
-2 3 -1
by B=| 1 -3 1
-1 2 -1

O trago de uma matriz quadrada A é a soma dos elementos da sua diagonal principal
e é simbolizado por tr(A). Mostre que, se A e B sdo matrizes quadradas de ordem n,
entdo tr(A+ B) = tr(A) + tr(B).

Assinale verdadeiro (V) ou falso (F) e justifique sua escolha utilizando demonstragoes
ou contra-exemplos.
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(a) () Se A e B sao matrizes quadradas de mesma ordem, entao
(A— B)(A+ B) = A*> — B*,

(b) () Se A, B e C sao matrizes quadradas de mesma ordem e A diferente da matriz
nula, vale que

AB=AC = B=C.
() () tr(A*A) =tr(AAY).
(d) () Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n, ambas compostas por inteiros

positivos. Se os elementos de A forem todos pares, entao os elementos de AB e de
BA serao todos pares.

(e) () Se A* =0 para todo k > 2, entdo A = 0.

1.3 Determinantes

Apesar de ser comum associarmos determinantes as matrizes, sabe-se que o conceito de
determinante surgiu antes do de matrizes. Ja em 1693, Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
conhecia a definicdo combinatéria moderna de determinantes, a utilizando no estudo de siste-
mas lineares. Outros matemaéticos, como Maclaurin, Cramer, Vandermonde e Laplace deram
um grande impulso aos estudos sobre determinantes até século XIX. Entretanto, a partir
do século XX os estudos sobre o tema diminuiu bastante, pois percebeu-se que eles nao sao
necessarios nas principais demonstracoes de algebra linear e além disso, é bastante trabalhoso,
mesmo para computadores, o calculo de determinantes. Ainda assim, o assunto é visto em
disciplinas de algebra linear por dois principais motivos: o valor histérico e sua praticidade
em calculos que envolvem matrizes pequenas. Sendo assim, nosso objetivo nessa secao é
apresentar de maneira mais direta possivel o assunto e utiliza-lo no estudo de sistemas lineares.

Chamaremos de determinante uma fun¢do que associa a cada matriz quadrada A com
entradas reais um numero real denotado por detA ou |A|. Essa fungao possui diversas
propriedades e no nosso contexto destacamos o fato de que detA = 0 se, e somente se, a
matriz A nao for inversivel. Isso nos dard um método pratico que nos dird se poderemos ou
nao usar o método da matriz inversa para solucao de sistemas lineares.

Algo que nao é tao pratico é o calculo de determinantes para matrizes de ordens maiores.
Iremos definir de maneira geral o calculo de determinantes, porém a praticidade de seu uso
estd em casos de sistemas lineares de 2 ou 3 variaveis.

Para uma matriz A = (a;;) de ordem 1, definiremos o determinante de A por
detA = aiq.

No caso da matriz A ser de ordem 2 ou 3 temos as seguintes férmulas para det A:
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. . a11 aig . ; g
(i) Dada a matriz A = [ wn | © determinante de A é o nimero
Q21 A22

detA = | 41 12

= a1 - Q22 — Q12 - A21.

a1 Q22

Exemplo 1.28 Seja a matriz A = ( g ;l ), dai

DN W~

detA:‘g ‘:8-2—4-3:16—12:4.

aix G2 13
(ii) Dada a matriz A = | ag; a2 as3 |, o determinante de A é o ntimero
az1 G32 0az3

aj; a2 ais
detA = 91 Q92 Q93

a31 azz2 ass

= Q11022033 + Q12023031 + 13021032 — G11023032 — (12021033 — 13022031

1 0 3
Exemplo 1.29 Seja a matriz A = 5 —4 1 |, dai
-3 0 7
10 3
detA=| 5 —4 1
-3 0 7

=1-—4-740-1-(=3)+3-5-0—(1-1-0)—=(0-5-7) — (3-(—4) - (=3))
= —2840+0—0—0—36
= —64

1.3.1 Desenvolvimento de Laplace

Dada uma matriz genérica quadrada A, de ordem n, vejamos como obter o determinante

de A.

11 Q12 - Aip
G21 Qg2 -+ A2p
Ap1 Gp2 " Gpp
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Para cada par i,j € {1,2,...,n}, definimos a matriz A;; como sendo a submatriz quadrada
de A obtida retirando a i-ésima linha e a j—ésima coluna. Chamaremos de cofator e
denotaremos por A;; o nimero dado por

Dy = (=1)"7 - |Ay].
O determinante da matriz A sera dado por
detA = an i + applip + -+ - + @i Din,
que chamamos de desenvolvimento de Laplace (ou expansio em cofatores).

Observacao 1.2 O determinante independe da escolha da linha i para o desenvolvimento.
Além disso, o método também € vdlido para colunas.

10 2 0

. . 3 2 —-11 . .

Exemplo 1.30 Considere a matriz C' = 0 2 0o 9 |¢vamos utilizar o desenvolvi-
1 -1 1 3

mento de Laplace para calcular detC'. Escolhendo a linha 1 para o desenvolvimento temos:

detC = c11 11 + c12l12 + 13013 + 14l

=cip - (=) Cn| F ez (1) [Cra] + cas - (1) [Chg| + c1a - (—1) - |Ca
2 -1 1 3 -1 1 3 2 1
=1-(=1)*| 2 0 2[+0-(=1)*-10 0 2[+2-(=D)*|0 2 2
-1 1 3 1 1 3 1 -1 3
3 2 -1
+0- (=10 2 0
1 -1 1

=1-[0+2+2—-(0+4—-6)]+0+2-[184+44+0—-(2—-6+0)]+0
=1-[44+2/+0+2-[22—(—4)]+0

=1-6+0+2-2640

=6+0+52+0

=58

1.3.2 Propriedades de determinantes

Apesar do calculo de determinantes ser algo custoso, algumas propriedades podem
facilitar, em alguns casos, este calculo como veremos a seguir. Algumas das propriedades
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serao demonstradas e as demais serao deixadas como exercicio para o leitor. Considere a

matriz
aix a2 - QAip
A (21 Gz --- Q2
Ap1 Ap2 " dpn
(D1) Se multiplicarmos uma linha de A por uma constante k, entdo o determinante da nova

(D2)
(D3)

matriz é igual a k - det A, isto é,

a1 a2 ce Q1n @11 Q12 - Aip
21 22 T Q2n, G21 G2 ~-° d2p
koan keag o keam | F a:u a;Q am = k- detd;
Qn1 An2 e Apn Ap1 Qp2 - App
Demonstracgao:

Seja B a nova matriz obtida ao multiplicarmos a linha ¢ de A por k. Dali, utilizando o
desenvolvimento de Laplace temos

detB = kail(—1)2|Bi1| -+ kaig(—1)3|3i2| + -+ /{:am(—l)1+"|Bm|
= k(ain(=1)%|Bu| + aia(=1)°|Bia| + - - - + in(—=1)"""| Bin|)

Mas observe que as matrizes A e B s6 diferem pela linha ¢, logo B;; = A;; para todo
1 <5 <n. E dai,

d@tB = k:(azl(—l)2|BZ1| —f- aig(—1)3|Bi2| —+ - —|— am(—l)1+”|Bm|)
= k(an (=1)*|An] + ain(=1)*|Aia| + - - + ain(=1)""] Ain])
=k -detA.

Observagao 1.3 Se A é uma matriz de ordem n xn e B = kA, com k € R entao
detB = k"detA.

Se trocarmos a posicao de duas linhas de A, o determinante troca de sinal;

Se todos os elementos de uma linha ou coluna de A sao nulos, entao detA = 0;

Demonstracao: Basta escolhermos a linha (ou coluna) toda nula para usarmos no
calculo do determinante através do desenvolvimento de Laplace. [ ]
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(D4) Se A tiver duas linhas ou duas colunas iguais, seu determinante é nulo;

Demonstracao: Seja A, y, uma matriz com n > 2.

(i) n=2

A:<a b) = detA=ab—ab=0.
a b

(ii) Suponha que para n = k a proposicao seja verdadeira.

(iii) Seja B(it1)x(k+1) = (bi;) uma matriz com duas linhas iguais. Vamos calcular o
determinante da matriz B usando o desenvolvimento de Laplace utilizando uma
linha 7 tal que entre as linhas restantes ainda existam duas linhas iguais. Dali,
temos

detB = bil(_1)2|B7ﬂ| + big(—1)3|Bi2| + -+ bik+1(—1)1+k+1|Bik+1|.

Agora, note que as matrizes B;;, para todo 1 < j < k + 1, sao matrizes de ordem
k x k com duas linhas iguais, dai segue pela hipétese de indugao que detB;; = 0
para todo 1 < 7 <k + 1. E portanto, detB = 0.

(D5) Se duas linhas da matriz A forem proporcionais entao o determinante de A é nulo.

(D6) O determinante de A ndo muda se somarmos a uma linha, outra linha multiplicada por
uma constante;

Observacao 1.4 Em resumo, temos as sequintes relacoes entre as operacoes elementa-
res que podem ser feitas numa matriz e o determinante:

Operacgoes elementares | Determinante

L+~ L; muda de sinal
L; < kL; multiplica por k
Li < L; + kL; nao muda

(DT) det(AB) = detA - detB.
Observagao 1.5 Nao vale, em geral, det(A+ B) = detA + detB.

(D8) detA = det A,

(D9) Se A for uma matriz triangular, entdo o determinante de A serd o produto da sua
diagonal principal;
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1.3.3 Matriz adjunta

Dada a matriz

a1 Qa2 - QAip

Q21 Q22 -+ A2p
A= . . . . 5

An1 Ap2 - App

a matriz adjunta de A, denotada por adjA é a transposta da matriz dos cofatores de A,

isto é,
Ay DNy oo Ay 1F Ay Doy - Ay
e R I B
Anl Anz A'nn A.m A'% A'nn

Teorema 1.2 Seja A uma matriz quadrada de ordem n, entao
A-adjA =adjA-A=detA-1I,.

Proposicao 1.3 Uma matriz A de ordem n ¢é inversivel se, e somente se, detA # 0. E se A

1
for inversivel, entdo detA™! =

~ detA’

Demonstracao: Se A é inversivel, existe A™! tal que

A-A =1,
logo,
det(A- A™Y) = detl, = detA - detA™' =1,
1
tanto detA detA™t = ——.
portanto detA # 0 e de Tor A

Reciprocamente, temos pelo teorema anterior que
A-adjA =detA- I,

e como detA # 0, entao

1
A adiA) = 1.
(detA adj ) n

1 .
Como a inversa de uma matriz é tnica entdo A™! = —— - adj A. |

detA
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1.3.4 Exercicios

(1) Calcule os determinantes das matrizes abaixo:

W (57

3 -1 1
m | -2 1 3
1 4 5
1 -1 -1 1
29 4 3
© 1 3 9 1 -
1 3 2 7
000 3
00 21
D 105713
291 1 4
12 0 4
21 0 1
© o0 -1 1
22 0 1

(2) Seja A uma matriz quadrada de ordem 4 tal que detA # 0 e A® +2A? = 0. Calcule
detA.

(3) Seja Asxs uma matriz real e B uma matriz obtida de A através das seguintes operacoes
elementares:

(1) L3 — L4
(1V> Ll — Lg
Sabendo que detA = 12, calcule det(—2B?).
2 0 5 6 2
(4) Dadas as matrizes A = eB=| 0 —1 -8 [, calcule:
5 3
1 0 =2
(a) det(A — \Iy) e det(B — \3);

(b) os valores de A para que a matriz A — Al nao seja inversivel;
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(c) os valores de A para que a matriz B — A3 ndo seja inversivel.

(5) Sejam A, B e C matrizes quadradas de ordem 3 tais que C~! = AB e B = 2A. Se
detC = 32, determine o valor absoluto de det A.

(6) Dizemos que uma matriz inversivel A é ortogonal se A~! = A'. Prove que se A é uma
matriz ortogonal de ordem n, entdao detA = +1.

(7) Mostre que se detA =1 e todas as entradas de A sdo nimeros inteiros, entdo todas as
entradas de A~! também sdo nimeros inteiros.

(8) Mostre que a inversa de uma triangular inferior é triangular inferior e a inversa de uma
matriz triangular superior ¢é triangular superior.

(9) O trago de uma matriz quadrada A é a soma dos elementos da sua diagonal principal
e é simbolizado por tr(A). Seja A uma matriz quadrada de ordem 2. Mostre que
det(A + I) = detA + 1 se, e somente se, tr(A) = 0.

(10) Assinale verdadeiro (V) ou falso (F) e justifique sua escolha utilizando demonstragoes
ou contra-exemplos.

(a) () Sejam A,,xpn € Buxm, com m # n, entdao det(AB) = det(BA);
(b) () det(A+ B) = det(B + A);
(¢) () det(kA) = kdet(A), onde k é um nimero real.

1.4 Discussao de sistemas

Para finalizar este capitulo, iremos apresentar algumas defini¢oes e classificagoes sobre
sistemas lineares. Em particular, sobre a solu¢ao de sistema lineares. O objetivo é reunir
tudo que foi visto até aqui e mais alguns resultados adicionais que serdo apresentados para
encontrarmos soluc¢oes para um sistema linear e classifica-lo de acordo com essas solugoes.
O principal e mais eficiente método de resolucao de sistemas lineares é o ja visto processo
de eliminacao de Gauss-Jordan que basicamente utiliza-se do escalonamento de matrizes
para obter sistemas equivalentes mais faceis de serem resolvidos. Além deste método, vimos
que quando a matriz do sistema é uma matriz inversivel, podemos usar essa inversa para
encontrar a solucao e mais adiante veremos ainda, que neste caso, a Regra de Cramer nos da
a solucao de sistemas a partir de determinantes, sendo assim apresenta-se como um método
eficiente, pelo menos para sistemas pequenos, onde o calculo do determinante ¢ simples.

De acordo com a solug@ao de um sistema linear podemos classifica-lo da seguinte forma:

» sistema possivel determinado: o sistema possui uma unica solucao;
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» sistema possivel indeterminado: o sistema possui infinitas solugoes;

» sistema impossivel: o sistema nao possui solucao.

Note que, se um sistema linear AX = B possui duas solugoes distintas, digamos, U e V/,
entao o sistema possui infinitas solugoes. De fato, escolha o e S dois ntimeros reais tais que
a + [ = 1. Note que podemos fazer essa escolha de infinitas maneiras. Dai, como U e V' sao
solugoes do sistema, entao satisfazem

AU = B; AV = B.

Logo,
A(aU + BV) = aAU + BAV = aB + B = (o + §)B = B,

portanto as infinitas combinagdes aU + SV também serao solugdes do sistema.

Definicao 1.6 O sistema de equacoes lineares AX = B € dito homogéneo se B =0, isto é
se B é a matriz coluna nula. Se B # 0, o sistema € dito ndo homogéneo.

Teorema 1.3 (Regra de Cramer) Seja AX = B um sistema linear de n equagdes e n

varidveis. Se detA # 0, entdao o sistema tem uma Unica solu¢ao dada por (x1,xs, ..., T,),
onde "
det AV
Ti= 0 j=1,2,... .0,
I detA Y

onde AY) ¢ a matriz obtida de A trocando sua j-ésima coluna pela tunica coluna de B.

Portanto, se AX = 0 é um sistema homogéneo e detA # 0 entao o sistema terd como
uma tUnica solugao (0,0,...,0).

1.4.1 Posto

Sejam A uma matriz de ordem m x n e B a matriz na forma escalonada linha-equivalente
a matriz A. Definimos o posto p da matriz A como sendo o nimero de linhas nao nulas da
matriz B.

Corolario 1.1 Uma matriz quadrada de ordem n € inversivel se, se somente se, ela tem
posto n.

Teorema 1.4 (Teorema do posto) Consideremos um sistema linear com m equagoes e n
incognitas AX = B. Sejam pap o posto da matriz ampliada do sistema e py o posto da
matriz A dos coeficientes do sistema. Entdo:

(i) o sistema € possivel se, e somente se, pap = Pa.
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(7i) o sistema € possivel e determinado se pap = pa = n.

(iii) o sistema é possivel e indeterminado se pap = pa < n. Neste caso, n — pa é o nimero
de incognitas livres do sistema, ou seja, incognitas que podem assumir qualquer valor
real.

1.4.2 Exercicios

(1) Resolva cada um dos sistemas abaixo e os classifique quanto a sua solugao:

3r+5y=1
(a) 20 +2=3
or +y — 2z =10

r+y+z+w=0
(b) r+y+z—w=4
r+y—z4+w=-4
rT—y+z4+w=2
() r+y+z=4
20+ 5y — 22 =3
rT—3y+z=2
(d) § —22+3y—3z2=-1
20 =9y +2z=5
y+32—2t=0
20 +3y+22—t=0
—4dox -3y +5z—4t=0
20 +3y+2=0
(f) § 4x+2y+22=0
20+ 5y +32=0

(2) Determine A € R para que o sistema abaixo tenha solugoes nao nulas:

=3z +4y = M\x
—r+2y=A\y

(3) Determine o valor de k para que o sistema abaixo tenha solugao (e exiba a solugao):

—4xr + 3y = 2
or —4y =0
20—y ==k
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(4)

Que condic¢oes devem ser impostas aos nimeros reais m,n e k para que o sistema linear

r+2y—3z2=m
20+ 6y —1lz=n
T—=2y+Tz=k

tenha solucao?

Como devem ser escolhidos os coeficientes reais a, b e ¢ para que o sistema

ar +by — 3z = -3
—2x —by+cz=—1
ar +3y —cz = —3

tenha a soluggo x =1,y = —1e 2z =27

Determine os valores de k € R para que os sistemas abaixo

x+y+kz=2 kr+y+2z=1 r+kz=0
(a) Jr+4y+22=Fk (b) r+ky+z=1 () Y =
20 +3y—z2=1 r+y+kz=1 kx+2z=0

(i) tenham solugao tunica;
(ii) ndo tenham nenhuma solugao;

(iii) tenham mais de uma solugao.

Determine a solugao do sistema quando esta existir.

Uma nutricionista estd elaborando uma refeicdo que contenha os alimentos A, B e C.
Cada grama do alimento A contém 2 unidades de proteina, 3 unidades de gordura e 4
unidades de carboidrato. Cada grama de B contém 3 unidades de proteina, 2 unidades
de gordura e 1 unidade de carboidrato. J4 a grama do alimento C' possui 3 unidades
de proteina, 3 unidades de gordura e 2 unidades de carboidrato. Se a refeicao deve
fornecer exatamente 25 unidades de proteina, 24 unidades de gordura e 21 unidades de
carboidrato, quantos gramas de cada tipo de limento devem ser utilizados?
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CAPITULO 2

ESPACOS VETORIAIS

2.1 Corpos

Um conjunto nao vazio K serd chamado corpo se estiver munido de uma operacao de
adigao (+) e uma operagao de multiplicagao (-)

+: KxK —- K 0 KxK — K
(a,b) — a+b (a,b) +— a-b

verificando as seguintes propriedades, para quaisquer a, b, c € K:
(A1) A adicao é associativa, isto é,

(a+b)+c=a+ (b+c).

(A2) A adigao é comutativa, isto é,
a+b=>b+a.

(A3) A adigao possui elemento neutro, ou seja, existe 0 € K, tal que dado a € K, a+0 = a.

A4) A adicao possui elementos simétricos, ou seja, para todo a € K, existe —a € K, tal
¢
que
a+ (—a) =0.

(M1) A multiplicagao é associativa, isto é,
(a-b)-c=a-(b-c).
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(M2) A multiplicagao é comutativa, isto é,

a-b=">b-a.

(M3) A multiplicagdo possui elemento neutro, ou seja, existe 1 € K\ {0}, tal que dado
acK a-1=a.

(M4) A multiplicagdo possui elementos inversos, ou seja, para todo a € K\ {0}, existe
a ! €K, tal que
a-at=1.

(AM) A multiplicacao é distributiva em relagao a adigao, isto é

a-(b+c)=ab+ ac.

Exemplo 2.1 O conjunto R dos nimeros reais é um corpo.

Exemplo 2.2 O conjunto C ={a+bi:a,b €R; i*=—1} dos nimeros complexos é um
coTpo.

Exemplo 2.3 O conjunto Z dos numeros inteiros nao € um corpo.
Exemplo 2.4 O conjunto N dos nimeros naturais nao é um corpo.
Exemplo 2.5 O conjunto Q dos numeros racionais é um corpo.

Exemplo 2.6 Seja Fy = {0,1} um conjunto onde as operagoes de adicao e multiplica¢io sao
das pelas tabuas

- Jof1]

010
11

1
0

Tabela 2.1: Adicao em Ty

o1

010]0
1101

Tabela 2.2: Multiplicacao em [Fy

Fy com essas operagoes é um corpo, chamado corpo de Galois e é o corpo com o menor
numero de elementos que existe.
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2.2 Espacos Vetoriais

Um conjunto nao vazio V serd dito um espago vetorial sobre um corpo K (ou um
K-espago vetorial) se estiverem definidas uma adigdo em V' e uma agao de K em V' chamada
multiplicacao por escalar

+: VxV = V 0 KxV —  V
(u,v) — u+wv (a,v) — a-v

satisfazendo:
(A1) A adicao é associativa, isto é,

(u+v)+w=u+(v+w), Yuov,wel.

(A2) A adicao é comutativa, isto é,

ut+v=v+u VYuvel.

(A3) A adigao possui elemento neutro, que iremos denotar por 0, ou seja, existe 0 € V,
tal que dadouw e V, u+ 0 = u.

A4) A adicdo possui elementos simétricos, ou seja, para todo u € V, existe —u € V, tal
¢
que
u+ (—u) = 0.

MEL) a(u+v) =au+av, YaeK, uvelV.

ME3

(MET)

(ME2) (a+bu=au+bu, VabekK, ueV.
( ) (a-b)u=a(bv), VabeK ueV.

(MEA)

ME4) 1-u=u, VYuelV.

Os elementos de V serao chamados vetores e os elementos de K de escalares. O
elemento 0 € V' sera chamado de vetor nulo e o elemento —v € V' de vetor oposto de v.

Proposicao 2.1 Seja V um K-espago vetorial. Dados a € K ev € V tem-se
a=0 ou v=0&av=0.
Demonstracao: Se a = 0, vamos mostrar que 0 - v = 0 é o vetor nulo. De fato, observe que
v+0-v=1-v40-v=(1+0)-v=1-v=n,
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dai
v+0-v=v=>v4+0-v4+(—v)=v+(-v)=0-v=0.

Se v = 0 ¢é o vetor nulo, provemos que a -0 = 0. De fato,
a-0+a-0 =a-(04+0) = a-0 = a-0+a-0 = a-0 = a-0+a-0+(—a-0) = a-0+(—a-0) = a-0 = 0.
Reciprocamente, se a - v = 0, suponha a # 0, dai teriamos

v=1-v=(a-a')-v=a"'(a-v)=a'-0=0.

|
Proposicao 2.2 Seja V' um K-espaco vetorial.
(i) o vetor nulo é inico.
(ii) dado v € V, —v € o unico vetor simétrico de v.
Demonstracao:
(i) Suponha que 0 e 0/ sejam vetores nulos de V' e seja v € V| dai
v+0=v=v+0=0v+0=0v+0,
Dai, somando o simétrico de v nos dois lados da iguadade acima temos
v+0+(—v)=v+0+(—v)=0=0"
(ii) Suponha que exista v' tal que v +v' = 0, dai
V=v"40=v+@v—-v)=0W+v)—v=0—0v=—0.
|

Exemplo 2.7 Se K é um corpo, entao K é um K-espaco vetorial.

Exemplo 2.8 Seja K um corpo e defina K" = {(ay,as,...,a,): ai,...,a, € K}. Consi-
dere a adicao em K" definida da sequinte forma:

(al,...,an)+(b1,...,bn) = (al +bl,...,an—i—bn),
e para o € K, definimos a multiplicagcdo por escalar como:
a-(ay,...,a,) = (aaq,...,aa).

Com essas definicoes, K" é um K-espago vetorial.
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Exemplo 2.9 O conjunto Msyo(Fy) é um Fao-espago vetorial.
Exemplo 2.10 Seja K um copro e considere o sistema linear homogéneo

111+ -+ ATy = 0
: (2.1)

Am1T1 + -+ CGpp Ty = 07

coma; €K, 1<i<mel<j<n. Una solucio para o sistema (2.1) é uma n-upla
(ay,...,a,) € K" que satisfaz todas as equagoes de (2.1)). O conjunto solugio de (2.1) é um
K-espaco vetorial, isto €, se

aix - Aip T 0
A= ¢ o | X=| 1| e 0= [,

Aml -+ Omn T, 0

entdo o conjunto solugao de (2.1) é dado por S ={X : AX =0}. Note que, se X;,Xs € S
ea €K, entio X1+ Xo€ 85, aX,€5 e—-X; €8, pois

A(X1+X2):AX1+AX2:O+O:O,

A(aX;) = a(AX)) =a-0=0,

2.2.1 Exercicios

(1) Mostre que se K é um corpo entao para todo a € K tem-se a - 0 = 0.
(2) Mostre que se K é um corpo, o elemento neutro da adigdo em K é tinico.

(3) Mostre que se K é um corpo, os elementos simétricos aditivo e multiplicativo (se existir)
sao unicos para cada elemento do corpo.

(4) Mostre que o conjunto Q[v/2] := {a +bv/2 : a,b € Q} é um corpo, com as operacoes
usuais de adicdo e multiplicagao de ntimeros reais.

(5) Mostre que o conjunto Z[v/2] := {a+bv/2 : a,b € Z} nio é um corpo, com as operagoes
usuais de adicdo e multiplicagao de ntimeros reais.

(6) Sejam V um K-espago vetorial e u,v,w € V. Mostre que se u+v = u + w entdo v = w.

(7) Mostre que se K é um corpo, entao K é um espaco vetorial sobre K com as mesmas
operagoes de soma e produto definidas em K.
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(8) Descreva o vetor nulo de cada um dos espagos vetoriais abaixo (nos quais sdo consideradas
as operagoes usuais de adi¢ao de vetores e de multiplicagdo por escalar):

(f) P(R) (polinémios com coeficientes em R)
(g) F(R)={f:R — R} (funcoes de R em R)

(9) Em cada item abaixo sao definidas em R? operacdes de adi¢ao de vetores e multiplicagao
por escalar com as quais R? ndo é um R-espaco vetorial. Mostre (através de contra
exemplos), em cada caso, quais as propriedades de espagos vetoriais nao sdo atendidas
pelas operacoes dadas:

(a)

(1,51) + (22, 92) = (z1 + 22, 2y1 + 202)

a(xl7y1) = (Othayl)

(z1,91) + (T2, 42) = (21 + 72,41 + 12)

CY($17?/1) = (Oéyb@%)

(w1, 91) + (22, 42) = (21 + 22,41 + 1)
a(x,y1) = (0,ay1)

(10) Verifique se é um R-espago vetorial o conjunto dos pares ordenados (x,y) de nimeros
reais tais que x > 0 e y > 0, com as operagoes definidas por

(1, 91) + (22, 92) = (21 + 22,1 + )
a(zy,yr) = (axy, ayr), a€R.
(11) Seja V ={(1,z,2) € R* : x € R} munido das operagdes
(1,21,2) + (1,29,2) = (1,21 + 22, 2)
a(l,z,2) = (1,az,2), Vack.

Mostre que V' é um espaco vetorial sobre R e obtenha o vetor nulo de V.
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(12) Verifique quais conjuntos de vetores abaixo sdo espagos vetoriais reais. Para aqueles
que nao forem, citar as propriedades que nao se verificam.

(a) A= {(x,22,3xr) € R?: z € R} com as operagoes usuais

(b) B ={(x,y) € R?:y = 5z} com as operagoes usuais

(13) Sejam U e W dois espagos vetoriais sobre um corpo K. Considere o produto cartesiano
V =U x W desses dois conjuntos. Defina as seguintes operacoes em V':

(ug,w) + (ug, ws) = (ug + ug, wy +we) e a(u,wr) = (auy, awy),

onde uy,us € U, wy,wes € W e a € K. Mostre que V' com as operacoes de adi¢ao e de
multiplicacao por escalar, acima definidas, é um espacgo vetorial sobre K. Este espaco
veotiral é chamado de espaco produto de U por W.

2.3 Subespacos Vetoriais

Sejam V' um espago vetorial sobre K e W um subconjunto nao vazio de V. Dizemos que
W é um subespacgo vetorial de V', ou simplesmente subespacgo de V', se W, com as opera-
¢oes de adicao de V' e a multiplicagdo de escalares de K por vetores de V', é um espaco vetorial.

Basicamente, da definicdo acima temos que, para verificar se W, um subconjunto nao
vazio de V, é um subespaco vetorial, precisamos verificar se as operacoes de V' estao definidas
em W e se as oito propriedades de espaco vetorial sao satisfeitas pelos elementos de W.
Porém, como W é uma parte de V', ndo precisaremos testar algumas propriedades, como
por exemplo, a associatividade e a comutatividade da adi¢ao, ja que essas propriedades sao
satisfeitas por todos os elementos de V', em particular, pelos de W. Pelo mesmo motivo,
outras propriedades nao precisarao ser verificadas. Em resumo, temos o resultado seguinte que
nos dé4 uma maneira mais pratica de verificar se W é ou nao subespaco de V. Basicamente,
precisamos verificar se as operacoes estao definidas em W.

Proposicao 2.3 Sejam V' um K-espago vetorial e W um subconjunto nao vazio de V. Entado,
W é um subespaco de V' se, e somente se, as sequintes condicoes sao satisfeitas:

(i) se u,v € W, entio u+v € W;
(it) sea € K eu € W, entio au € W.
A proposicao acima pode ser escrita da seguinte forma:

Corolario 2.1 Sejam V' um espago vetorial e W um subconjunto nao vazio de V. Temos
que W é um subespaco vetorial de V' se, e somente se, u+ av € W, para todo a € K e para
todos u,v € W.
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Exemplo 2.11 Seja V' um K-espaco vetorial. Os conjuntos {0} e V' sdo subespacos de V.
Sdo os chamados subespagos triviais. O subespaco {0} também é chamado de espago
nulo.

Exemplo 2.12 W = {(z,3z) : x € R} é um subespaco do espago vetorial real R?. De fato,
observe que W ¢é diferente de vazio, jd que

(0,0) = (0,3-0) € W
Além disso, sejam u = (x1,3x1),v = (29,322) € W e a € K, dai
u+v=(x1+ x2,3x1 + 312) = (x1 + x2,3(x1 + 22)) € W,
au = (axy,a - 3x1) = (azxy,3(azxy)) € W.

Exemplo 2.13 W = {(z,2%) : = € R} ndo é um subespaco do espaco vetorial real R?. De
fato, apesar de W # 0, jd que (0,0) € W, observe que, u = (2,4),v = (3,9) € W, mas

u+v=(513) ¢ W.

Exemplo 2.14 W = {(z,3z + 1) : = € R} ndo é um subespaco do espago vetorial real R
De fato, note que o vetor nulo de R? ndo pertence a W, jd que se x = 0 entdo 3z + 1 = 1.

Exemplo 2.15 W = {A € My(R) : A" = A} € um subespago do espago vetorial real My(R).

d

. . o . b
Inicialmente vamos determinar uma caracterizacio dos elementos de W. Seja A = ( (CI ),

dai At = < Z ccl ) Logo, se A € W entao teremos b = c. Portanto, o conjunto W pode ser

W:{<a b): mb,cER}.
b ¢

Agora note que a matriz nula pertence a W, basta tomarmos a =b=c=0. E dados

A:<a b), Bz(d e)GW e aelR,
b c e f

reescrito como

temos
[ a+d b+e
A+B_<b+e c+f>€W/,
aa ab
aAz( >€W
ab ac

Portanto, W é um subespaco de R?.
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Exemplo 2.16 R? ndo é subespaco de R?, pois R? ndo estd contido em R3.

Exemplo 2.17 Sejam A = ( i ) € My(R) e 0 = ( 8 ) Defina

Q21 Q22

W:{X:(i)eszl(R): AX:O}.

W € um subespago do R-espago vetorial May1(R). De fato, observe que W é diferente de
vazio, jd que ( 8 ) e W. Além disso, sejam X1 = ( zl ) , X9 = < 2 > eW eaeR, dai
1

Y2
AX1+ X)) =AX1+AXo=04+0=0= X1+ Xo € W,
AlaX)) =a(AX)) =a-0=0=aX; € W.
Exemplo 2.18 Seja V' um K-espago vetorial e para cada a € K, defina o subconjunto
W,={a-v: veV}.

W, € um subespago de V. De fato, observe que W, # 0, pois 0 = a -0 € W,. Além disso,
sejam uy = avy,us = avy € W, e a € K. Entao

Uy + uy = avy + ave = a (v + v9) € Wy,
——
ev

a-uy = alavy) = a(avy) € W,.
v
€

2.3.1 Operacoes com subespacos

Antes de ter definidas operagoes e de satisfazer uma série de propriedades, um espaco
vetorial ¢ um conjunto. Logo, é natural questionarmos se as operagoes que fazemos com
conjuntos ainda preservam a estrutura de espaco vetorial. Sejam V um K-espago vetorial e
U e W subespagos de V. Relembremos as defini¢oes de unido e intersec¢ao de conjuntos:

UUuW={v: velU ou veW} (unidgode U e W)
UNnW={v:velU e veW} (interseccao de U e W)

A uniado de subespacos, nao é necessariamente um espaco vetorial. Por exemplo, considere
U e W os subespacos vetoriais de R? dados por

U={(z,y) eR*: 24+y=0} e W={(z,y)eR*: 2 —y=0}
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O conjunto U U W nao é subespaco de R2. De fato,
(L,-H)eUCUUW) e (1,1)eW C(UUW),

mas

(1,—1) + (1,1) = (2,0) ¢ (UUW).

Proposicao 2.4 A intersec¢io de dois subespacos de um espaco vetorial V' sobre um corpo
K é um subespago de V.

Demonstracao: De fato, sejam U e W subespacos de um espago vetorial V. Note que,
UNW # 0, pois 0 € U e 0 e W, ji que ambos sdao subespacos de V. Além disso, sejam
u,veUNWeaek

woveUNW=uvelU e uveW
Dai, como U e W sao subespagcos temos
ut+tvel e ut+tveW=u+veUnNW

Novamente, do fato de U e W serem subespacgos vetoriais, temos que au € U e au € W,
assim au € U N'W e portanto, segue o resultado. [

Exemplo 2.19 Considere os sequintes subespagos do R-espago vetorial R3:
U={(z,y,2) €ER®: 3z —y+ 2z =0},
V={(z,y,2) €ER®: 2+ 2y+ 2z =0}

Vamos determinar o subespaco U NV

UNV ={(z,y,2) eR®: (z,y,2) €U e (x,y,2) €V}
={(z,9,2) ER*: 3x —y+22=0 e x+2y+2=0}

Assim, estamos interessados na solugdo do sequinte sistema linear

3r —y+22=0
r+2y+2=0

52 z

- —7,z>. Portanto

Resolvendo este sistema, obtemos o conjunto solu¢do S = <—

UﬁV:{(:c,y,z)eR?’: xz—(?)z, yz—(i)z, zeR}

:{<_§,—;,1>z: ZER}.
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Exemplo 2.20 Considere os sequintes subespacos do C-espago vetorial My(C):

o={(¢h): aneec,
v={(}): asec).

Dai, o subespaco U NV ¢ dado por

UNV={AeMyC): AcU e AeV}
{(58): vec)

Sejam U e W subespacgos de um K-espacgo vetorial V. Definimos a soma de U e W,
denotada por U + W como sendo o conjunto

U+W={u+w: uelU e weW}

Proposicao 2.5 A soma de dois subespacos U e W de um K-espaco vetorial V é um
subespago. FEste é o menor subespaco de V' que contém U e W, no sentido que se um
subespaco L de'V é tal que U C L e W C L, entao U+ W C L.

Definicao 2.1 Sejam U e W subespagos de um espago vetorial V. O espago vetorial V' é dito
soma direta de U e W, e é representado por V=U& W, se V=U+W eUNW = {0}.

Teorema 2.1 Sejam U e W subespagos de um espaco vetorial V. Temos que V =U & W
se, e somente se, todo vetor v € V se escreve de modo unico como v =u + w, onde u € U e

weW.

Demonstracao: Considere V=U® W. EsejaveV,daiv=u+w,comueclUeweW.
Suponha agora que existam v’ € U e w’ € W tais que v = v’ + w’. Dai temos

vtw=u+uw =>u—u=—(w-uw).
Por um lado, temos que u — v’ € U e por outro —(w — w’) € W, logo temos
u—u =—(w—-w)eUnNW ={0}.

Portanto u = v’ e w = w’, como queriamos mostrar.
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Reciprocamente, suponha que cada vetor v € V' se escreve de modo inico como a soma de um
vetor de U com um vetor de W. Neste caso, temos V =U +W. Se UNW # {0}, existiria
um vetor nao nulov €e UNW. Como v € W e W é um subespaco, —v € W e dai

0=v+(—v),

comv €U e —veW. Mas
0=0+0,

com 0 €U e0eW, isto é terlamos duas maneiras distintas de escrever um mesmo vetor de
V', contrariando a hipdtese. Portanto, U N W = {0} e segue que V. =U & W. [ ]

Exemplo 2.21 Considere os sequintes subespagos do C-espago vetorial My(C):

oo {(2 ) anecc).
v-{(20): woecl.

Dai, o subespaco U +V é dado por

U+V:{<ab>+<t0>:mwww€c}
c 0 0 x

= {( att b > : a,b,c,t,xEC} = M,(C).

Cc T

Mas vimos no Exemplo que

UﬂVz{(S 8) aec}7é{0}.

Portanto, a soma My(C) = U +V nao € direta.

Exemplo 2.22 Considere os sequintes subespacos do R-espago vetorial R?:
U={(z,9,0): z,y € R},

V ={(0,0,2): z € R}.

Note que,
U+V={(x,y,2): =,y,z € R}

e que

UnV =1{(0,0,0)}.
Portanto, R3 =U @ V.
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Exemplo 2.23 Considere os sequintes subespagos do R-espaco vetorial R3:
U={(x,y,0): z,y € R},

V=A{(z2,2,2): z€R}
Note que,

U+V ={(z,y,0) + (2,2,2): 2,9,z € R} ={(z+2z,y+2,2) :2,y,2 € R} =R>.

€ que
UNnV =1{0,0,0)}.

Portanto, R3=U @ V.

2.3.2 Subespacos gerados

Seja V um espago vetorial sobre K e sejam {vy,vs,...,v,} C V. Uma combinagao
linear de vy, v9,...,v, ¢ um vetor da forma

V= @1V + AV + * -+ + QpUp,
onde a; € K, para todo 1 <1 < n.

Exemplo 2.24 Sejam V =TR3 ¢ S = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}. Dai um vetor v é combi-
nacao linear dos elementos de S se existem «, 3,7 € R tais que

v =0a(1,0,0)+ B(0,1,0) +7(0,0,1) = (,0,0) + (0, 8,0) + (0,0,7) = (e, 8,7) € R®.

Agora note que, dado qualquer vetor w = (x,y,z) € V, temos que w € combinagdo linear
dos elementos de S, jd que

w = (z,y,2) = 2(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0, 1).

Portanto,
V= {l‘(l,0,0) + y(07 170) + Z<0707 1) Y,z € R}

Exemplo 2.25 Sejam V = R3 ¢ S = {u = (1,-1,0),v = (0,3,0)}. Dai um vetor w é
combinacao linear dos elementos de S se existem «, 5 € R tais que

w=au+ fv = (a,—a,0)+ (0,35,0) = (o, 38 — ,0) € R>.
Logo o conjunto das combinagoes lineares dos elementos de S é
W={au+pv: o, R} ={(a,36 —,0) : a, f € R}.

Note que, (0,0,1) ¢ W, logo W CV, mas W # V.
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O conjunto de todas as combinagdes lineares dos vetores de S C V' é denotado por [5]

ou (S).

Exemplo 2.26 Sejam V = My(R) ¢ S = { A = (1) -
C de 'V serd combinacao linear dos elementos de S se existem «, 5 € R tais que

- [ a 0 0 B8\ [a —p
cmanesn= (5 0) (0 F)=(5 7).

o-{(37): naer)

Proposicao 2.6 Sejam V' um espago vetorial sobre K e S C V. Entao (S) é um subespago
vetorial de V.

(1) , B = 0 _1>}. Um elemento

Portanto,

Demonstracio: Seja S = {vy,va,...,v,}. E claro que (S) # 0, ja que
0 =0v; + Ovg + - - - + Ov,, € (S).

Além disso, sejam u = ajvy + agVy + -+ + AV, W = bjvy + bovg + - -+ + byv, € (S) e k € K|
dal
u+v=(a;+b)vy + (ag + ba)vg + - + (a, + bp)v, € (S),

ku = (kay)vy + (kag)vy + - -+ + (kay)v, € (S).

Definigao 2.2 O subespago (S) € denominado o espago gerado por S.

2.3.3 Exercicios

(1) Considere os espagos vetoriais V' dados abaixo munidos das operagoes usuais de adi¢ao
de vetores e multiplicagdo por escalar. Para cada caso abaixo, verifique se W é subespaco
vetorial de V.



(g) V =NR3 W ={(3a —b,2a+b,a—2b): a,beR}

(h) V =TR3, W é o conjuto dos vetores do R? com pelo menos uma coordenada
maior ou igual a 0

(i) V=RY W={(z,y,z,w) eR*: 2r+y—w=0 e 2=0}

(j) V =C4, W é o conjunto dos vetores do C* que tém duas coordenadas iguais

(k) V =R3, W =A{(x,y,z,2): z,y,z € R}

1) V=R W é o conjunto dos vetores do R® com duas ou mais coordenadas
nulas

(m) V =C3, W ={(x,y,2) e C*: x-y=0}
(n) V=R", W ={(z,,2z,3z,...,nx) e R": z € R}

(0) V = My(C), W:{(S 2) a,beC}

(p) V = M3(R), W é o conjunto das matrizes triangulares superiores

(q) V = Myyu3(C), W é o conjunto das matrizes 2 x 3 sobre C que tém alguma
coluna formada por elementos iguais

(r) V = My(C), W={AeV: A" = —A} (matrizes antissimétricas)
(s) V = My(R), W={AeV: detA=0}

O v=tem  w={({ ) acr]

(2) Considere C?> = {(z,y) : z,y € C} que, com as operagoes usuais de adi¢io e de
multiplicagdo por escalar é espago vetorial sobre C. Temos que R?* = {(x,y) : =,y €
R} C C?. R? é subespaco vetorial de C?? Justifique.

(3) Sejam Wy = {(x,y,2,t) ER*: x+y=0 e z—t=0}e Wy ={(n,9,2,t) € R*:
T —y—z+t =0} subespagos de R*. Determine Wy N Ws.

(4) Sejam Wy = {(z,y,2,t) eRY: 20 +y—t=0 e z2=0}e Wy ={(z,y,2,t) € R*:
r+y=0 e z—t=0} subespagos de R*. Determine W; N Ws.

(5) Dados u = (1,2), e v = (—1,2), sejam W; e W, respectivamente as retas que passam
pela origem de R? e contém u e v. Mostre que R = W, @ W,

(6) Sejam W; = {(‘OL 8) aeR}, Wy = {(8 2) beR} C My(R). Obtenha

1 -+ W5 e verifique se esta soma é direta.

(7) Verifique se é verdadeiro ou falso:
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1,-1,2) € {(1,2,3),(3,2,1))
(=5,3,2),(3,—1,3)) = R3

5
4 -4\, S 1 2 -1 2 1 =2
(c) ( 6 16 ) ¢ combinagdo linear de ( 3 4 ), ( 5 _4 >, ( 5 4 >

0 0 0 1 0 1
(8) Descreva o subespago W C Mjyo(R) gerado por ( 11 ), ( 0 —1 ), ( 00 ) O
0 0 1 0 0 0
0 2
vetor | 3 4 | pertence a W?
5 0

(9) Sejam U o subespago de R? gerado por (1,0,0) e W o subespaco de R? gerado por
(1,1,0) e (0,1,1). Mostre que R® =U & W.

(10) Mostre que os polindmios 1 —x3, (1 —x)%,1—z e 1 geram o espago P3(R) dos polindmios
reais de grau menor ou igual a 3.

(11) Para cada subespago obtido no exercicio 1, obtenha um conjunto de vetores que gera o
subespaco.

(12) Sejam Uy, U, Wy, W5 subespagos de um espago vetorial V' de modo que V- =U; @ W; e
V=Uy®dW, SeU CUyeW; C WQ, prove que U =Use Wy =W,.

(13) Considere o conjunto S = {(—1,3,1), (1, —2,4)} e determine:

(a) o espago gerado por S;
(b) o valor de k € R para que v = (5, k, 11) pertenga ao espago gerado por S.

(14) Encontre um conjunto de geradores para cada espago abaixo:

(a) V={(z,y,2) e R?: = —2y+32=0}
b) V={(z,y,zt) eR': —y=0 e x+t=0}

(c) V:{p(x):a+bx+cx2€P2(R): a—g:c}
(d)V:{(ﬁ Z)EMQ(R): atc=d e b:O}

(15) Quais dos seguintes vetores
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(a) (0,2,2,2), (b) (1,4,5,2), (c) (0,0,0,0), (d) (0,3,1,5)

sdo combinagoes lineares de v = (0,0,2,—2) e v = (0,1,3,—1)7

(16) Expresse os seguintes polindémios

(a) 2 + bz, (b) —z + 222, (c) 3+ 3z + bz?

como combinacao linear de

pi(z) =2+ x + 422, po(z) =1 — 2+ 327, p3(z) = 3+ 2z + 5a”.

2.4 Bases e dimensao

Vimos no fim da secao anterior, que um conjunto S de vetores gera um dado espago
vetorial V' se cada vetor de V pode ser escrito como um combinacgao linear dos vetores
desse conjunto S. Se S é um dado conjunto gerador de um espacgo vetorial V', pode ser que
tenhamos mais de uma maneira de expressar um vetor v de V' como combinagao linear dos
elementos de S. Veremos, nessa secao, condi¢oes para que cada vetor de V' possa ser expresso
de maneira tinica como combinacao linear dos elementos de um conjunto gerador.

2.4.1 Dependéncia e independéncia linear

Sejam V' um K-espago vetorial e S = {vy, v9,...,v,} C V. Dizemos que S é um conjunto
linearmente independente (LI) sempre que a igualdade

a1v1 + agug + - - - + a,v, =0

s6 for possivel se
a=ay=...=a, =0.

Do contrario dizemos que S ¢ linearmente dependente (LD).

Exemplo 2.27 Sejam V =R3 e S = {v; = (1,2,0),v2 = (0,1,1)}. Vejamos se S é LI ou
LD. Para isso, sejam a,b € R tais que

avy + bvy = 0 = a(1,2,0) + b(0,1,1) = (0,0,0) = (a,2a + b, b) = (0,0,0).
A dltima igualdade implica que
a=0, 2a+b=0, b=0<a=b=0.

Portanto, S é LI.

33



Exemplo 2.28 Sejam V =R? ¢ S = {(1,0),(0,1),(1,2)}. Vamos verificar se S é LI ou LD.
Sejam a, b, c € R tais que

a(1,0) +b6(0,1) + ¢(1,2) = (0,0) = (a + ¢, b+ 2¢) = (0,0).
Dai temos o sequinte sistema linear

a+c=0
b+ 2c=0,

cuja solugio é {(—c,—2c,c) : ¢ € R}, ou seja, podemos escolher ¢ # 0 e portanto o conjunto

S € LD.

Exemplo 2.29 Sejam V =R3 ¢ S = {(1,2,0),(0,1,1),(-2,3,1)}. Vamos verificar se S ¢é
LI ou LD. Sejam a,b,c € R tais que

a(1,2,0) +b(0,1,1) 4+ ¢(—2,3,1) = (0,0,0) = (a — 2¢,2a + b+ 3¢, b+ ¢) = (0,0,0).

Dai temos o sequinte sistema linear

a—2c=0
20 +b+3c=0
b+c=0,

cuja solugao é {(0,0,0)}, portanto o conjunto S é LI

Exemplo 2.30 O conjunto S = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} CR? é LL

Pelo exemplo anterior, temos que S = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} C R? é um conjunto
LI. Além disso, como vimos no Exemplo R3 = (S). E possivel mostrar que o conjunto
S do Exemplo além de ser LI, também gera todo o R®. Mais adiante veremos que
conjuntos com essas propriedades, serem LI e gerarem todo o espago, sao fundamentais no
estudo dos espacos vetoriais.

Exemplo 2.31 Sejam V =R* ¢ S = {(1,1,0,0),(2,3,—1,0),(0,0,0,1)}. Vamos verificar
se S é um conjunto LI ou LD e também se R* = (S
Sejam a,b,c € R tais que

a(1,1,0,0) + b(2,3,—1,0) + ¢(0,0,0,1) = (0,0,0,0),

dai temos o sequinte sistema linear

a+2b=0
a+3b=0
_ph=
C: )
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cuja solugdo € {(0,0,0,0)}. Portanto o conjunto S é LI. Para verificar se R* coincide com
o subespagco gerado por S, note que, (S) C R*, resta verificar a inclusio contrdria. Seja
(z,9,2,w) € R e suponha que este vetor seja combinagdo linear dos elementos de S, isto ¢,
existem a,b,c € R tais que

(,y,z,w) =a(1,1,0,0) + b(2,3,—1,0) + ¢(0,0,0, 1),

dai temos o sequinte sistema nas varidveis a,b e c:

a+2b==x
a+3b=y
—b=1=z
c=w,

Obtendo sistemas equivalentes ao dado, temos

a+2b==zx a+2b==zx a+2b==zx
a+3b=y b=y—= O=y—ax+=z
_b:Z _>L2(—)L27L1 _b:Z _>L2<—>L2+L3 _b:Z
c=w c=w c=w

Note que, dd sequnda linha obtemos a restricio y — x + z = 0 ao vetor genérico de R* do
indcio do exemplo. Logo, nem todo vetor de R* pode ser escrito como combinacdio linear dos
elementos do conjunto S e portanto S ndo gera todo o R*.

Exemplo 2.32 Sejam V = P3(R) o espago vetorial dos polinomios de grau até 8 em uma
varidvel real e S = {1,1+z, 1+ 2z + 2%, 1+ x + 2®> + 23} C V. Vamos verificar se S é LI ou
LD e ainda, se V = (S). Sejam a,b,c,d € R tais que

a()+b(1+z)+c(l+z+2%) +d1+ 2+ 2> +2°) =0+ 02 + 0% + 023
Dai temos,

(a+b+c+d) + (b+c+d)x+ (c+d)z® + dz® = 0+ 0x + 02° + 02°

e, portanto
a+b+c+d=0
b+c+d=0
ctd—0 =a=b=c=d=0.
d=20

Logo, S é LI. Além disso, seja p(x) = ag + a1x + asz? + azx® € V. Vejamos se existem
a,b,c,d € R tais que

p(z) =a(l) +b(1 4+ ) + c(1 4+ 2z +2%) +d(1 + 2 + 2 + 2°),
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isto €, veremos se existe solucdo para o sistema abairo

a+b+c+d=aqg

btetd=a =d=a3,c=a9—as3,b=a; —ay,a =ag— a
C+d:a2 3 2 39 1 29 0 1,
d:(lg

ou seja,
p(z) = (ao—al)-1+(a1—a2)-(1—1—3:)+(a2—ag)-(1+x+a:2)+a3-(1+x+:n2+$3).
Entao (S) =V.

Exemplo 2.33 Sejam V =R? ¢ S = {(1,0),(0,1),(1,2)}. Note que S é LD, pois o vetor
(1,2) pode ser escrito como combinagao linear dos demais vetores de S:

(1,2) =1-(1,0)+2-(0,1)

e dat, teriamos a sequinte combinacao linear dos trés vetores resultando no vetor nulo

1-(1,0)4+2-(0,1)+—1-(1,2) = (0,0).
Mas (S) = V. De fato, dado (z,y) € V, note que

(z,y) = (=) (L,0)+ (y —2¢)- (0,1) + ¢ (1,2),
para qualquer ¢ € R.
Exemplo 2.34 Sejam V =R3 e W = {(z,y,2) € R®: x+2y —2=0}. W é um subespago
de V. Vamos determinar um subconjunto S C V tal que (S) = W.
Dado (x,y,z) € W, temos pela condi¢io definidora de W que
T+2y—2=0&2=a+2y.
Entao, podemos reescrever W como
W ={(z,y,x+2y) : =,y € R}.
FE dai, temos
(x,y,x 4+ 2y) = (x,0,2) + (0,y,2y) =« - (1,0,1) + y - (0,1, 2).

Portanto, podemos escolher S = {(1,0,1),(0,1,2)}.
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2.4.2 Bases

Seja V' um espaco vetorial sobre K. Um subconjunto S C V' é chamado de base de V se:
(i) S é LI,
(ii) V = (9).

Exemplo 2.35 S = {(1,0),(0,1)} € base de R* como R-espaco vetorial e essa base é chamada
de base canéninca do R?.

Exemplo 2.36 S = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é a base canénica de R>.

Exemplo 2.37 Definimos o simbolo de Kronecker (ou delta de Kronecker), §;;, para
(i,7) € N2, como
1 s
T
0, se 1# 7.
Dado n € N, para cada 1 < i < n, denotemos por e; o vetor

€1 = (5i176i27 s 75i(j—1)75ij76i(j+1)7 cee 75’571) = (0,0, s 707 ]-70a s 70)

em R™, onde a componente 1 se encontra na i-ésima posicio. O conjunto S = {eq,ez,...,e,}
¢ LI e gera todo R™ como R-espaco vetorial. Com a ordenac¢do dada pelos indices dos e;
dizemos que S € uma base ordenada de R™ e esta é a base candnica de R".

Exemplo 2.38 S = {(1,2,0),(0,1,1),(—2,3,1)} € base de R® como R-espago vetorial.

Exemplo 2.39 S = {(1,0),(0,1),(1,2)} nao ¢ base de R? como R-espago vetorial. Apesar
de (S) = R?% temos que S é um conjunto LD. Porém se considerarmos o subconjunto
B ={(1,0),(0,1)} C S, temos que B é uma base de R

10 0 1 0 0 0 0 , .
Exemplo 2.40 Sz{(o O)’(O O)’(l 0>,<0 1>}eabasecanonzcadeM2(R)
como R-espaco vetorial.

Exemplo 2.41 S = {1,x,2% ...,2"} é base do espago vetorial real P,(R) dos polinémios
de grau até n.

Exemplo 2.42 S = {1,z,22 ...,2", ...} € base (infinita) do espago vetorial real P(R) dos
polinomios em uma varidvel real.

Observacao 2.1 Quando a base de um espaco € finita dizemos que o espaco € de dimensdo
finita, do contrario, o espaco é de dimensdo infinita.
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Exemplo 2.43 Vamos encontrar uma base para o subespaco

WZ{(Z Z) a=-b e dZO}CMQ(R).

Note que, podemos reescrever W como

w{(28): neer)
(2 0) ()= (00
() (0 ))

e como esses dois vetores sao LI, eles formam, portanto, uma base de W.

Dai

Assim,

Note que, dado S C V' um subconjunto LI de um espago vetorial V', se (S) =V, entao
S & base de V. Caso contrério, existe um vetor v € V, mas v ¢ (S). Dai o conjunto

S'=Su{v}

é LI. E novamente, podemos ter (S’) = V', e neste caso, S’ seria uma base de V', ou podemos
ter (S’) # V. Nesse ultimo caso, podemos proceder de forma andloga e criar um conjunto
maior contendo S” que ainda seria LI. Continuando esse processo, obtemos o seguinte teorema:

Teorema 2.2 Seja V' um espago vetorial sobre K. Qualquer subconjunto S C V' de vetores
LI pode ser completado com o objetivo de formarmos uma base.

Por outro lado, seja S = {vy,...,v,} um conjunto gerador de um espago vetorial V. Se
S é LI, temos que S é uma base de V. Se S é LD, entao algum dos vetores de S, digamos vy,
pode ser escrito como combinacao linear dos demais vetores de S, neste caso, consideramos
um novo conjunto S’ sendo formado pelos vetores de S, exceto o vetor v,. S’ continuard
gerando o espago V. E novamente procedemos da mesma forma, se S’ for LI, entao serd
uma base de V. Do contrario, podemos eliminar mais um vetor do conjunto. Continuando o
processo, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.3 Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K. Em qualquer subconjunto S C V
de geradores de V' pode-se extrair uma base para V.

Teorema 2.4 Seja V' um espaco vetorial sobre K. Entdo toda base de V' possui o mesmo
numero de elementos.
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Definigao 2.3 Seja S = {v,vy,...,v,} uma base do espago vetorial V. Dizemos que a
dimensao de V én e denotamos por dimV = n.

Observacao 2.2 Por convencdo iremos admitir que a dimensao do espaco nulo € 0.
Exemplo 2.44 Seja V =R? e considere a base S = {(1,0),(0,1)} de V. Entdo dimV = 2.
Exemplo 2.45 Se V = My(R) entdo dimV = 4.

Exemplo 2.46 Se V = M,,x,(R) entao dimV =m - n.

Exemplo 2.47 Se V = Py(R) € o espago dos polinémios de grau até dois em uma varidvel
real, entdo dimV = 3.

Exemplo 2.48 Se V = P,(R), entdo dimV =n+ 1.

Exemplo 2.49 Seja W ={(z,y,2): v+3y=2 e y—z=0} CR3 Vamos determinar
a dimensdo de W. Primeiro observe que, W ¢é subespaco vetorial de R® e o espaco R? tem
dimensdo 8, jd que {ey,eq,e3} € base de R3. Logo a dimensdo de W € 0, 1, 2 ou 3. Vejamos
0 que nos diz as condicoes definidoras de W :

{x+3y—z:0 =y==z e = —2z.

y—z=10

Logo,
W ={(-22,22): ze R} =((-2,1,1)).

Portanto S = {(—=2,1,1)} é uma base de W e dai dimW = 1.
Exemplo 2.50 Sejam V = R* e os subespacos
Wy ={(z,y,z,w): s+y=w—2 e y+w=0}CR*

WQ:{(xuwa?w): $=y=0 € 2w+Z:0}CR4

Queremos determinar os sequintes itens:
(a) dimW;
(b) dimW,
(c) dim(Wy N Ws)
(d) dim(Wy + Wy)
(e) Wi+ Wy =V? W, + W, é soma direta?
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Para determinar a dimensdo de Wy observe que suas condigcoes definidoras nos dao o
sequinte sistema:

Y+ w=0 = y=-—w € T =2w— 2.

{ rT+y=w-—2
Logo
Wy ={(2w — z,—w, z,w) : z,w € R} ={w(2,-1,0,1) + 2(—1,0,1,0) : z,w € R}
e dat Wy = ((2,—1,0,1),(—1,0,1,0)). Agora observe que, se a,b € R sao tais que
a-(2,-1,0,1) +b-(~1,0,1,0) = (0,0,0,0)

temos a = 0 = b, entdo o conjunto formado pelos dois vetores é LI e portanto temos uma
base de Wy. Dessa forma temos que dimWi, = 2.

Para determinar a dimensdo de Wy observe que suas condigcoes definidoras nos dao
r=1y=0ez=—-2w. Logo

W2 = {(0707 —2w,w) SRS R} = {U)(0,0, —2, 1) W E R}

e dai Wy = ((0,0,—2,1)) e portanto temos uma base de Wy, jd que um conjunto formado por
apenas um vetor € sempre LI. Dessa forma temos que dimW, = 1.

Para determinar a dimensao do subespaco W1 N Wy, observe que, neste caso, devemos
levar em consideracdo as condigoes definidoras dos dois subespagos, isto é

rT+y=w-—=z2

Logo Wi N Wy = {0} e entao dim(W; N Ws) = 0.

Observe que, da intersec¢io obtida acima temos que W1 + Wy € soma direta, resta saber
se essa soma direta resulta em R*. Temos pelo que fizemos até aqui que:

Wy ={(2w — 2z, —w, z,w) : z,w € RO}
Wy ={(0,0,—2a,a) : a € R}.

Wy + Wy ={Q2w — z,—w,z —2a,w+a): a,z,weR}
={w(2,-1,0,1) 4+ 2(—-1,0,1,0) + a(0,0, —2,1) : a,z,w € R}
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Logo
Wl + W2 = <(2) _]-) 07 1)7 <_17 07 ]-7 0)7 (07 07 _27 1))

Vejamos se os trés vetores formam um conjunto LI. Sejam a,b,c € R tais que
a(2,-1,0,1) +b(—1,0,1,0) 4+ ¢(0,0,—-2,1) = (0,0,0,0).

Resolvendo o sistema obtido da igualdade acima, obtemos a = b = ¢ = 0 e, portanto
temos uma base para Wy + Wy formada por esses trés vetores. Entao dim(W; +Wy) =3 e
consequentemente Wi + Wy # R4, pois dimR* = 4.

Teorema 2.5 Sejam V um K-espago vetorial e Wi e Wy subespagos de V. Entao
dim(Wy + Wy) = dimW; + dimWs — dim (W1 N Ws).
Exemplo 2.51 Sejam V = R? e o0s subespacos
Wy ={(z,y,2) ER*: o +y—22=0} CR?

Wy ={(z,y,2) €ER*: y+2=0} CR".

Queremos determinar os sequintes itens:

(a) dimW,

(b) dimWs

(c) dim(Wy N Ws)

(d) dim(Wy + Ws)

(e) Wi+ Wy =V? W, + W, é soma direta?

Para determinar a dimensdo de Wy observe que sua condicao definidora nos dd o sequinte:
T =2z —y.

Logo
Wy ={(2z—-v,y,2): y,z € R} ={y(-1,1,0) + 2(2,0,1) : y,z € R}

e dai Wy = ((—1,1,0),(2,0,1)). Agora observe que, se a,b € R sao tais que
a-(—=1,1,0)+b-(2,0,1) = (0,0,0)

temos a = 0 = b, entdo o conjunto formado pelos dois vetores € LI e portanto temos uma
base de Wi. Dessa forma temos que dimWi, = 2.
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Para determinar a dimensao de Wy observe que sua condi¢io definidora nos dd
y=—=z.

Logo
Wy ={(x,—2,2): z,z€ R} ={x(1,0,0) + 2(0,-1,1) : z,z € R}

e dai Wy = {((1,0,0), (0,—1,1)). Agora observe que, se a,b € R sdo tais que
a-(1,0,0)+b-(0,—1,1) = (0,0,0)
temos a = 0 = b, entdo o conjunto formado pelos dois vetores é LI e portanto temos uma

base de W5. Dessa forma temos que dimWy = 2.

Para determinar a dimensao do subespaco Wi N Wy, observe que, neste caso, devemos
levar em consideracdo as condigoes definidoras dos dois subespagos, isto é

r+y—22=0 L B
{ Yt z=0 Yy=—z € T = 3z.

Logo Wi NWy ={2(3,-1,1): z€ R} =((3,—1,1)) e entdo dim(W; NW3) = 1.

Observe que, usando o Teorema[2.9 temos que
dim(Wy +Ws) =2+2—-1=3.
Como (Wy + Wy) C R? e dimR? = 3 = dim(W; + Ws), seque que
R? = Wy + Wy,
porém a soma nao é direta, jd que dim(W; N Ws) = 1.

Observacao 2.3 Algumas consequéncias sequem naturalmente das definicoes de espaco ge-
rado, conjunto linearmente independente e base de um espago vetorial:

o Todo subconjunto de um conjunto linearmente independente também € linearmente
independente;

e Todo conjunto que possui um subconjunto linearmente dependente é linearmente depen-
dente;

o Se dimV =n entdo qualquer conjunto de n vetores linearmente independente é uma

base de V' ;
o SedimV = n entdao qualquer conjunto de k vetores com k > n é linearmente dependente;
o Todo conjunto que possui o vetor nulo € linearmente dependente;
o Se W ¢é subespaco de V' entdio dimW < dimV e dimW = dimV se, e somente se,
W =V.
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2.4.3 Mudanca de base

Como vimos, um mesmo espago vetorial pode ter varias bases distintas, sendo que sobre
essas bases, o que sabemos é que elas devem possuir o mesmo numero de elementos, que
chamamos de dimensao do espago. Para finalizar este capitulo veremos como relacionar uma
base a outra de um espaco vetorial. Basicamente, dado um elemento em um mesmo esapgo
vetorial, iremos associar a este elemento coordenadas relacionadas a cada base que estivermos
utilizando como base do nosso espaco.

Teorema 2.6 Sejam V' um K-espago vetorial e B = {vy,vq,...,v,} uma base de V. Entao
para todo v € V' existem unicos escalares aq,as, . .., a, € K tais que

V= a1V, + oV + - - - + apUy.
Demonstragao: Como V = (B), é claro que para v € V| existem ay, as, ..., a, € K tais que
V= a1V + QoVg + *** + QpUy.
Suponha que existam também by, bs, ..., b, € K tais que
v = by + bovy + - - - + by,
Queremos mostrar que a; = b; para todo 1 < ¢ < n. De fato, das duas igualdades temos
a1V + GV + - - - + apvy = vy + bovy + - - + byu, &

(a3 — by)vy + (ag — bo)vg + - -+ + (an — by)v, = 0.

Como B ¢é base de V', entdao B é um conjunto LI, logo a tnica forma de termos a igualdade
acima é se

ai—bi:(),

para todo 1 < i < n, portanto, segue que a; = b; para todo 1 < i < n.
|

Definicao 2.4 Com as condicoes do teorema anterior, definimos as coordenadas de v € V
em relacio a base B como sendo

Qn

Exemplo 2.52 Sejam V = R? e B = {(1,0),(0,1)} uma base de V. Dado v = (—1,3),
temos que
v=—1(1,0) + 3(0, 1)
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Portanto
-1
[’U]B = [ 3 ] .

Por outro lado, considere B' = {(1,1),(2,—1)} outra base de V' e vamos determinar as
coordenadas de v nesta base:

v=(-1,3)=a(l,1) + b(2, 1) {“*2":—1 5 4

a—b=3 = 3 3

[v]p = [ _gg ]

Exemplo 2.53 Sejam V = P(R) e B = {1,x,2?} e B' = {1,(1 — z),(1 — 2)?} bases de
V. Vamos determinar as coordenadas de v = p(x) = 3 — 4x + 2% nessas bases. Sejam
a,b,c,a’ b, € R tais que

e dai temos

a a
[U]B = b € [’U]B/ = b/
Cl

Dai

e 3—4dx+2?’=a-1+b-a+c-22 = a=3, b=-4 c=1.

a+b+c7d=3
e 3—dr+arP=d 14V -1—-2)+ - (1—-2)?* = - —-2d=-4 =
d=1
d=1, V=2, d=0.
Portanto,
3 0
[U]B = —4 € [U]B’ = 2
1 1
Sejam V' um K-espago vetorial e B = {v, v, ...,v,}, B' = {wy,ws, ..., w,} bases de V.

Dado v € V, podemos escrver v de maneira tinica como combinacao linear dos elementos de
B ou de B’ como segue

V= a1V + @y + - - - + ayvy,

v = bywy + byws + - - - + byw,,.
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Mas note que, vy, v, ..., v, também sao vetores de V', logo
como combinagoes lineares de elementos de B’, como segue

V] = A11W1 + Ag1W2 + -+ QAp1Wh
Vg = A12W1 + A2W2a + + + + + QpaW,

Up = A1pW1 + G2, W + + * + + Qpp Wy

Dai podemos reescrever v como
V= a; (a11w1~|—a21w2+- . -+an1wn)+a2(a12w1+a22w2+-+an2wn)+

Reeorganizando os termos, temos

também podem ser escritos

-t ay (W ag Wat - A apnwy,).

v = (a1a11 + aga12 + - - - + aparn)wy + - -+ (@1Gp1 + a2an9 + <+ Apapp) Wy

que é exatamente a escrita de v como combinacao linear dos elementos da base B’. E dai

teremos
b1 a1a11 —+ o012 + -+ AnQin
[U]B' = = : )
bn a10n1 + A20n2 + -+ Uy Qpn
ou seja,
by ailz a2 Q1n ay
by 21 Qa22 A2n, a2
bn anp1  Ap2 Ann (07%
N—— ——
[v] s e [v]B

B/

A matriz [I]5, é chamada matriz mudanga de base de B para B'. E observe que cada
coluna j dessa matriz é dada por [v;]p/, as coordenadas dos vetores da base B na base B'.

Exemplo 2.54 Sejam V = R? ¢ B = {(1,0),(0,1)}, B = {(1,1),(2,—1)} bases de V.

Bl
B -

B

1]

Vamos determinar [I]

o Para determinar [I)5, precisamos determinar as coordenadas dos vetores de B na base

B’'. Temos

(1,0) =a(1,1)+06(2,-1) = (1,0) = (a + 2b,a — b) = a

(0,1) =¢(1,1)+d(2,-1) = (0,1) = (¢ + 2d,c — d)
Logo
=[] 4]

= C



. / . .
o Para determinar [I|B precisamos determinar as coordenadas dos vetores de B' na base
B. Temos

(1,1) = 1(1,0) + 1(0, 1)
(2,-1) =2(1,0) + (=1)(0, 1),

mg =15 2]

Logo

2.4.4 Exercicios

(1) Seja V um espago vetorial sobre K. Dados dois vetores u,v € V|, mostre que eles sao
linearmente dependentes se, e somente se, um ¢é miltiplo escalar do outro.

(2) Considere os espagos vetoriais V' dados abaixo munidos das operagoes usuais de adi¢ao e

de multiplicacao por escalar. Para cada caso abaixo, responda se S C V' é um conjunto
LIou LD em V:

), (i,2i,1),(2,1,2)}.
),(1,2,3),(1,4,9)}.
),(2,1,-2),(3,1,1),(4,—1,-2)}.
(

(e) V = My(C), 52{(3 é)((l) i))(i }>}

(f) V= P(R), S ={x*—52%+1,22* + 5x — 6, 2> — 5w + 2}.
(g) V = PR(C), S={l,z+1,(z+1)?}
(3) Sejam K =TF, ={0,1} e S = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} C K3 S é LI ou LD?

(4) V = C é um espago vetorial sobre R com as operagoes usuais. Determine uma base e
sua dimensao.

(5) Considere o subespago de R?® gerado pelos vetores v; = (1,1,0),v, = (0,—1,1) e
vy = (1,1,1). R® = (v1, v, v3)? Justifique.

(6) Seja W = (v; = (1,—1,0,0),v5 = (0,0,1,1),v3 = (=2,2,1,1),vs = (1,0,0,0)) C R*.

(a) (2,-3,2,2) € W? Justifique.
(b) Exiba uma base para W. Qual a dimensao?
(c) W =R*? Por qué?
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(7) Considere os seguintes vetores do R3: v; = (1,2,3), vy = (2,1,-2), v3 = (3,1,1),
Vg = (4, —1, —2>
(a) Estes vetores sao LD. Justifique.

(b) Expresse o vetor nulo como combinagao linear destes vetores, na qual os coeficientes
do da combinacao nao sejam todos nulos.

2v+4y —62=0
(8) Considere o sistema linear homogéneo r—y+42=0
6y — 4z =10

(a) Se W C R3? ¢ o subespaco solugao do sistema acima, obtenha uma base e a
dimensao de W.

(b) Se U C R?® é o espago gerado pelos vetores-linha da matriz de coeficientes do
sistema acima, obtenha uma base e a dimensao de U.

(9) Sejam Wy = {(z,y,2,t) ERY*: 2+y=0 e z—t=0}eWy={(z,y,2,t) € R*:
r—y—z+t=0} subespagos de R%.

(a) Exiba uma base para Wi N Wj.
(b) Determine W7 + W,. A soma é direta?
(C) W1 + W2 = ]R4?

(10) Sejam W, = {(CCL Z) a=d e b
subespagos de M;(C).

Il

9}
——

D

S

Il
—N—
N
o 2
[SHRS
N~

IS

Il

@)

e}

S

Il

ISH
—

(a) Exiba uma base para Wi N Wj.
(b) Determine W7 + W,. A soma é direta?
(C) W1 + W2 = MQ(C)?

(11) Sejam V = M5(R) e W o subespaco de V' gerado por
{4 T) () (5 7))
—4 2 J°\V-15)'\ -5 7 )\ =5 1
Encontre uma base e a dimensao de W.
(12) Seja W o subespago de R* gerado pelos seguintes vetores:
v =(1,1,3,1), v =(1,-3,15,9), w3 =(1,2,0,—1).
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(a) Obtenha uma base para W.

(b) Complete essa base obtida no item (a) até que se tenha uma base para o R*.

(13) Mostre que B = {(1,1,1),(—1,1,0),(1,0,—1)} é uma base de R?® e obtenha as coorde-
nadas de u = (1,0,0) em relagdo a base B.

(14) Sejam B = {<170)’(0’1)}’ B, = {(_171)’(1’1)}7 By = {(\/§71>7(\/§>_1)} e By =
{(2,0),(0,2)}, bases ordenadas de R.

(a) Obtenha as matrizes de mudanga de base:

(i) [

[y

—~
—. N
e e
—. e
~— —
— —

iosIsvioviviievAeev]ey

w

(iv) [I

(b) Quais sao as coordenadas do vetor v = (3, —2) em relagao as bases b, By, By e B3?

!

(c¢) As coordenadas de um vetor u em relagao a base By sao dadas por [u|p, = l g ]

Quais sao as coordenadas de u em relagao as bases B, By e Bs?
(15) Sejam V =R3 B e B’ bases ordenadas de V' e seja
1 1 0
mne=10 -1 1 |.
1 0 -1
-1

—1
Obtenha [u]p, se [u]p = { 2 ] e obtenha [w]p/, se [w]p = { 2 }
3 3

(16) Seja V' o espago das matrizes triangulares superiores de ordem 2 sobre R e sejam

{(an) (0a) (o)) - ={G0) (00) (o))

duas bases de V. Obtennha [/]5,.
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CAPITULO 3

TRANSFORMACOES LINEARES

3.1 Primeiras definicoes

Sejam V' e W espacos vetoriais sobre K. Dizemos que uma aplicacao 7' : V' — W é uma
transformacao linear se para quaisquer u,v € V e a € K, temos satisfeitas as seguintes
condigoes:

e T(u+v)="T(u)+T(v)
o T(au)=aT(u)
Exemplo 3.1 Considere o R-espaco vetorial R* e a aplicagio T : R?* — R? definida por
T(z,y) = (x +y,x —y). Mostremos que T'" é uma transformagao linear. De fato, dados
u=(z1,y1),v = (z2,92) € R* e @« € R temos:
T(u+v)=T(z1,91) + (x2,92)) = T(x1 + T2, Y1 + 12)
= (:L’l + 22+ Y1+ Y2, 71 + X2 — (y1 +y2))
= (21 4y, 71— Y1) + (22 + Y2, T2 — 12)
=T(u) +T(v)
e ainda,
T(ou) = T(axy, ay)
= (axy + ayy, ax) — ayy)
= a(z) +y1, 21 — 1)
= aT(u)

Portanto T é uma transformacao linear.
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Exemplo 3.2 Considere o R-espaco vetorial R? e a aplicagio T : R?> — R? definida por
T(x,y) = (x +y,1). Note que T nao é uma transformagdio linear. De fato, dados u =
(1,1),v = (2,1) € R?, observe que

T(u+wv)=T(3,2) = (51)
¢ diferente de
Tuw)+Tw)=T1,1)+T(2,1) =(2,1)+ (3,1) = (5,2).

Exemplo 3.3 Considere os R-espacos vetoriais R? e R? e a aplicacio T : R? — R3 definida
por T(x,y) = (32,0, —y). Mostremos que T' é uma transformagao linear. De fato, dados
u=(x1,71),v = (72,92) € R* e a € R temos:

T(u+wv)=T((z1,y1) + (v2,92)) = T(71 + 22,91 + ¥2)
= (3z1 + 32,0, 21 + 22 — (Y1 + 12))
= (3z1 + 32,0, 21 — Y1 + 2 — Y2)
= (321,0, 21 — y1) + (322,0, 22 — y2)
=T(u)+ T(v)

e ainda,

T(ou) = T(oxy, ay)
= (3ax1,0,ax; — ayy)
= a(3x1,0,21 — 1)
= aT(u)

Portanto T é uma transformacao linear.

Exemplo 3.4 Seja V' um K-espago vetorial, a aplicagio I : V — V' definida por I1(v) = v
para todo v € V' € uma transformacdao linear chamada identidade.

Exemplo 3.5 Considere o R-espaco vetorial R e a aplicacio T : R — R definida por
T(z) = x*. Note que T ndo é uma transformagao linear. De fato, dados u = 2,v = 3 € R,
observe que

T(u+wv)=T(5) =25

¢ diferente de
T(u)+T(v) =449 =13.

Proposicao 3.1 Se T' é uma transformagao linear entao T(0) = 0, ou seja, o vetor nulo do
espago vetorial do dominio é levado no vetor nulo do espaco vetorial do contradominio.
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Demonstracao: Seja 0 o vetor nulo do dominio de T, entao
0+0=0=T(0+0)=T(0)=T(0)+T(0) =T(0).

Como T'(0) é um vetor no contradominio, existe o seu oposto —7'(0) e somando esse oposto
dos dois lados da ultima igualdade acima, temos

7(0) = 0.
| ]

Exemplo 3.6 Considere P(R) o R-espaco vetorial dos polinémios em uma varidvel e a
aplicagio derivada D : P(R) — P(R) definida por D(p(z)) = p'(z). Observe que, se
p(z),q(x) € P(R) e o € R, temos

D(p(x) + q(z)) = (p(x) + q(x))" = p'(z) + ¢(x) = D(p(x)) + D(q(x))

D(ap(x)) = (ap(z)) = ap'(z) = aD(p(x)).

Portanto a aplicagdo derivada D é uma transformacao linear.

Exemplo 3.7 Seja C([a,b]) o espago das fungoes continuas no intervalo [a,b]. A aplicagio
que calcula a integral definida de a até b, denotada por T : C([a,b]) — R e dada por
T(f(z)) = J? f(z)dz é uma transformagio linear.

Observe que ¢ imediato da definicdo que se T': V' — W é uma transformacao linear
entre os K-espacos vetoriais V e W temos

o T(—u)= —T(u) para todo u € V;

o T(ajv; + agve + + -+ ayv,) = a1T(v1) + aT(v3) + - - - + a, T (vy,), para todos a; € K e

v; € V.
Teorema 3.1 Sejam V' e W espagos vetoriais sobre K e seja B = {vy,vq,...,v,} uma base
de V. Entdo dados n vetores wi,ws,...,w, de W, existe uma unica transformacao linear

T:V — W tal que T'(v;) = w; para todosi=1,...,n.

Demonstragao: Existéncia: Seja v = ajv1 +asve +- - - +a,v, € V, basta definir T : V. — W
por T'(v) = aqwy + asws + - - - + a,w,. E ficil verificar que T' é transformacao linear e que
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Unicidade: Suponha que exista F': V' — W tal que F(v;) = w; para todo 1 <1i < n. Seja
v eV, entdo v = avy + -+ + a,v,. Assim

Fv) = Flayvy + -+ + ayvp)
=a1F(v) 4+ -+ a, F(vy)
=aqwy + -+ + a,w, = T(v).
Logo, FF=T1T. ]
Exemplo 3.8 Vamos determinar a transformacao linear T : R? — R? tal que T(1,0) =
(0,1,2), T(0,1) = (—3,4,1).
Note que, B ={(1,0),(0,1)} € base de R* e dado v = (z,y) € R?, temos
v=(z,y) =2(1,0) +y(0,1),
dai
T(v) =T(z,y) = T(x(1,0) +y(0,1))
= 2T(1,0) + y7T'(0,1)
=x(0,1,2) + y(—3,4,1)
= (—3y,z + 4y, 2z + y).
Portanto, T(x,y) = (—3y, x + 4y, 2z + y).

Exemplo 3.9 Vamos determinar a transformacio linear T : R? — R? tal que T(1,1) =
(07 1? 2)7 T(_17 0) = (_3747 1)

Note que, B ={(1,1),(—1,0)} € base de R* e dado v = (z,y) € R?, temos
v= (-T,y) = (1(1, 1) + b<_170)a

a—b=x
a=1y
FE entao,a=y eb=1y —x. Assim

logo

dat
T(v)=T(z,y) =T(y(1,1) + (y — 2)(-1,0))
=yT(1,1) + (y — 2)T(-1,0)
=y(0,1,2) + (y — x)(—3,4,1)
= (=3y + 3x,5y — 4z, 3y — x).
Portanto, T(z,y) = (—3y + 3z,5y — 4z, 3y — x).
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Exemplo 3.10 Vamos determinar a transformagdo linear T : R* — My (R) tal que T(1,0) =
<(2) é) eT(O,—l):<8 _31 )
Note que, B ={(1,0),(0,—1)} € base de R* e dado v = (z,y) € R?, temos
v=(z,y) = z(1,0) —y(0, -1),
dai

T(v) =T(z,y) =T(x(1,0) — y(0,-1))
= 2T(1,0) — yT(0,—1)

o (21) (0 -1
“T 1 oo Y Lo 3
[ 2r z+y
L0 =3y )

Portanto, T(x,y) = ( 2(?: m—gyy ) '

3.1.1 Nucleo e imagem de uma transformacao linear

Definicao 3.1 Seja T : V. — W uma transformagdo linear. O conjunto
NT)={veV: T(v)=0}
¢ chamado de nicleo de T e o conjunto
Im(T)={weW: existe veV talque T(v)=w}
¢ chamado de imagem de T
Observe que N(T') # 0 e Im(T) # 0, pois T(0) = 0.

Proposicao 3.2 Seja T : V — W uma transformacao linear.

(i) N(T') é um subespago de V.

(ii) Im(T) é um subespago de W.
Demonstracgao:
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(i) Como j& vimos, N(T) # () e por definicao N(T') C V. Sejam o € K e u,v € N(T), isto
é, T(u) =0 e T(v) =0. Vamos mostrar que u+ v € N(T) e que au € N(T'). De fato,

Tu+v)=T(u)+T(v)=04+0=0

T(au) =aT(u) =a-0=0.
Portanto, N(T') ¢ subespago vetorial de V.

(ii) Como ja vimos, Im(T) # 0 e ainda, por defini¢do, Im(T) C W. Sejam a € K e
wy, wy € Im(T), isto é, existem vy, vy € V tais que T'(vy) = wy e T(vy) = wy. Vamos
mostrar que wy +wy € Im(T) e aw, € Im(T). De fato, observe que

T(vy +vq9) =T (v1) + T(ve) = wy +wy = wy +wy € Im(T)

T(avy) = o1 (v1) = aw; = awy € Im(T).
Portanto, Im(T') é subespago de W.

Exemplo 3.11 Vamos determinar o nicleo e a imagem da transformacao linear T : R? — R3
dada por T(x,y) = (y,x,—2x). O nicleo de T é dado por

N(T) ={(z,y) € R*: T(x,y) = (0,0,0)}
= {(z,y) € R*: (y,z,—2x) = (0,0,0)}

={(0,0)}.
E a imagem de T é dada por
Im(T) ={(z,y,2) € R3 existe (a,b) € R* tal que T(a,b) = (v,y,2)}
={(z,y,2) € existe (a,b) € R* tal que (b,a,—2a) = (r,y,2)}
={(b,a 2a) : a,beR}

= <(1,0,0),(0,1,—2)>.

Exemplo 3.12 Vamos determinar o nicleo e a imagem da transformagdo linear T : R? — R*
dada por T(x,y,z) = (x +2y — 2,0,y + z,x +y — 22). O nicleo de T é dado por

N(T) = {(x,y,2) € R*: T(z,y,2) = (0,0,0,0)}
={(z,y,2) €R*: (x+2y—2,0,y+z,2+y—22)=(0,0,0)}
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Ou seja, estamos procurando por (x,y, z) que sdo solugao do sistema

r+2y—2z=0
y+z=0 = z=-y e x=-—3y.
r+y—22=0

Logo
N(T)={(-3y,y,—y): yeR}={((-3,1,-1)) = dimN(T)=1.
E a imagem de T é dada por

Im(T) = {(z,y,z,w): 3 (a,b,c) €R® tal que T(a,b,c) = (v,y,z,w)}

={(z,y,z,w): 3 (a,b,c) €ER® tal que (a+2b—¢c,0,b+c,a+b—2c)=(v,y,zw)}
{(a4+2b—1¢,0,b+c,a+b—2¢): a,b,c € R}

(

1,0,0,1),(2,0,1,1),(—=1,0,1,—2)).

TN N N

E posstvel mostrar que os vetores geradores do conjunto imagem encontrados acima sdo
linearmente dependentes e que Im(T) = ((1,0,0,1),(2,0,1,1)). Logo, dimIm(T) = 2.

Exemplo 3.13 Vamos determinar o nicleo e a imagem da transformagao linear F : My(R) —

My (R) dada por F(A) =M - A, onde M = ( _12 _21 )

t

_‘_1—1‘1'3/_ r—z y—t
ra=ara= (G ) () (T )

O nicleo de F € dado por

Observe que, se A = < i 4 ) € My(R), entao

N(F):{A: <f§ ?) € My(R) : F(A)zo}
- {A € My(R) : ( —;U:c_+22z —2yy_+t2t ) - ( 8 8 )}

Ou seja, estamos procurando por x,y, z,t que sdo solugdo do sistema

r—2=0

y—1t=20 B _
o 42:=0 T TTF ¢ U=
—2y+2t=0
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Logo

N(F)z{(ii):x,yeR}:<<i 8)(8 }>> = dimN(F)=2.

E a imagem de F ¢ dada por
o T —z y—t '
Im(F)_{<_2x+22 —2y—1—2t>' :c,y,z,tE]R}

A0 L)) (63))

E possivel mostrar que as matrizes geradoras do conjunto imagem encontrados acima sao
linearmente dependentes e que dimIm(F) = 2.

Teorema 3.2 (Teorema do Niicleo e da Imagem (TNI)) Seja T : V — W uma trans-
formacao linear com Ve W espacos vetoriais de dimensdo finita sobre K. Entao,

dimN(T) + dimIm(T) = dimV.

Demonstragao: Sabemos que N(7T') é um subespaco vetorial de V. Vamos supor que
dimN(T) =t e que B = {uy,us,...,u} é base de N(T'). Podemos completar B até obter
uma base B’ = {uy,...,us,v1,...,05f de V, logo dimV =t + s. Dali, resta mostrar que
dimIm(T) = s. Para isso vamos provar que B” = {T'(v1),T(v2),...,T(vs)} é base de Im(T).

« B"éLL

De fato, sejam aq,...,a, € K, tais que
arT(vy) + -+ asT'(vs) =0,
dai, temos
T(av; + -+ asws) =0 = (aqv1 + -+ asvs) € N(T),
logo, como B é base de N(T'), existem ay,...,q; € K, tais que
av1 + - Fav, = aquy -+ oy = av F -+ agts — aqug — - — oy = 0.

Como, B’ é base de V', e portanto um conjunto LI, essa tltima igualdade s6 é possivel
se
alz...:aszalz...:atzo.

Assim, como a; = --- = a; = 0, segue que B” é um conjunto LI.
M) S )
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. Im(T) = (B").

De fato, dado w € Im(T'), por definigao, existe v € V tal que T'(v) = w. Como v € V
e B’ é base de V, entao existem by, by, ..., b, s € K, tais que

v="byuy + -+ by + bpvg + - -+ bsgvs.
Dai,

w = T(U) = T(blUl ‘I— e + btut) +T(bt+1U1 + . -+bs+tv5) = bt+1T(Ul>+‘ . '+b5+tT('U5),
0

logo B” gera o conjunto imagem de T'.

3.1.2 Isomorfismo e transformacgoes inversas

Seja T': V — W uma transformacao linear. Dizemos que 7' ¢ injetora se toda vez que
T(v) = T(w) tivermos v = w. Se Im(T) = W, dizemos que T é sobrejetora, isto é, T é
sobrejetora se para todo w € W, existir um v € V tal que T'(v) = w. Se T for injetora e
sobrejetora simultaneamente, dizemos que 7' é bijetora.

Segue da definigdo de sobrejetividade e do fato de Im(T') ser um subespago vetorial de
W que T é sobrejetora se, e somente se, dimIm(T) = dimW.

Proposicao 3.3 Seja T : V — W uma transformagdao linear. T € injetora se, e somente se,

N(T) = {0}.

Demonstragao: Queremos provar que o unico elemento do niicleo de T' é o vetor nulo 0.
Sabemos que, de fato, 0 € N(T'), pois T'(0) = 0. Agora seja v € N(T'), isto é, T'(v) = 0. Dal
temos

T(v) = 0= T(0).

Como, por hipotese, T' é injetora entao

e, portanto, N(T') = {0}.
Reciprocamente, sejam u,v € V tais que T'(u) = T'(v), dai temos
Tu)=Tw) = Tu)—-Tw)=0 T(u—wv)=0.
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Logo, u —v € N(T) e como N(T) = {0}, segue que
u—v=0 = wu=w

e, portanto, T" é injetora.
[ ]

Exemplo 3.14 Seja T : R? — R? a transformagdo linear dada por T(z,y) = (y,z, —2x). O
nucleo de T € dado por

N(T) ={(z,y) €R*: T(x,y) = (0,0,0)},
ou seja, estamos procurando (x,y) € R?, tal que
(y,z,—2z) = (0,0,0) = x=0 e y=0.

Logo, N(T') = {0} e entdo dimN(T) = 0 e T ¢€ injetora. Pelo Teorema do Nicleo e da
Imagem (TNI), temos
dimR?* = dimN(T) + dimIm(T),

seque disso que
dimIm(T) = 2.

Como dimIm(T) # dimR3, entdo T ndo é sobrejetora e portanto, ndo é bijetora.

Exemplo 3.15 Seja T : R* — R3 a transformacdo linear dada por T(z,y,z,w) = (v —
y,w,z). O nicleo de T é dado por

N(T) = {(z,y, z,w) € R*: T(z,y,z,w)=(0,0,0)},
ou seja, estamos procurando (z,y,z,w) € R, tal que
(x —y,w,z)=1(0,0,0) = z=y, z=0 e w=0.

Logo,
N(T) ={(z,2,0,0) : z€R}={((1,1,0,0))

e entao dimN(T) =1 e T nao € injetora. Pelo TNI, temos
dimR* = dimN(T) + dimIm(T),

seque disso que
dimIm(T) = 3.

Como dimIm(T) = dimR3, entdo T é sobrejetora, mas nio é bijetora, jd que nio que injetora.
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Exemplo 3.16 Seja T : My(R) — My(R) a transformagao linear dada por T(A) = M - A,

onde M = ( _12 _21 ) O nicleo de T € dado por

N(T) = {A € My(R) : T(A) =0},

ou seja, estamos procurando A = ( Z g] ) € My(R), tal que

I =1\ [z y\_(00 N T —z y—w (00
-2 2 z w) 00 —2rx+2z 2y+2w ) 0 0 )’

dat, seque que x =z ey = w. Logo,

sar={(2 ) wvemp={(3 5)-(0 1))

e entao dimN(T) =2 e T nao € injetora. Pelo TNI, temos
dimMs(R) = dimN(T) 4+ dimIm(T),

seque disso que
dimIm(T) = 2.

Como dimIm(T) # dimMsy(R), entdo T ndo é sobrejetora. Portanto, T também ndo é
bijetora.

Proposicao 3.4 Sejam V e W espacos vetoriais sobre K. SeT' : V — W é uma transfor-

magao linear injetora e f = {vy, vy, ..., v,} CV € um conjunto linearmente independente,
entao ' = {T(v1),T(ve),...,T(v,)} também é linearmente independente.
Demonstracao: Sejam ay,as,...,a, € K tais que

a1T(v1) + asT(va+ -+ a,T(v,) =0 = T(a1vy + agvy + -+ - + ayv,) =0,

onde a implicacao acima ¢ possivel porque T é transformacao linear. Da tltima igualdade
temos que a v, + agvs + - - - + a,v, esta no nicleo de T e como T é injetora, N(T') = {0}.
Logo,

a1v1 + agvg + -+ - + a,v, =0

e como [ é um conjunto linearmente independente, segue que
ag=ay=---=a, =0.

Portanto, /3’ é linearmente independente. [ ]
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Proposicao 3.5 Seja T : V — W wuma transformacao linear e dimV = dimW . Entdo as
afirmagoes a sequir sao equivalentes:

(i) T € injetora.
(i) T é sobrejetora.
(iii) T é bijetora.

(tv) T “leva” bases de V' em bases de W, ou seja, se f = {vy,vq,...,v,} € base de V', entdo
B =A{T(v1), T(v2),...,T(vy,)} € base de W.

Definicao 3.2 Se T : V — W € uma transformacao linear bijetora, entao T é chamada de
tsomorfismo.

Exemplo 3.17 A aplicacio T : My(R) — R* definida por T ([ CCL Z D = (a,b,c,d) é um

isomorfismo, ja que T € transformacao linear e é bijetora.

Quando existe um isomorfismo 7" : V' — W, dizemos que V' ¢é isomorfo a W ou que V e
W sao isomorfos e denotamos por V ~ WW.

Se V' é um espaco vetorial sobre os reais e dimV = n, entao V ~ R".
Exemplo 3.18 A aplicagio T : P,(R) — R"™ definida por
T(ap + a1z + -+ + apx") = (agp, a1, . . ., ap)
¢ um isomorfismo. Assim, se quisermos verificar se o conjunto
B={1,(1-2),(1-2)*(1—-2)}

¢ linearmente independente ou linearmente dependente em P3(R), podemos usar o isomorfismo
definido (fazendo n = 3) e verificarmos se o conjunto das imagens dos elementos de B é um
conjunto LI em R*. Temos,

T(1)=(1,0,0,0); T(1—=x)=(1,-1,0,0);

T((1—2)?) =(1,-2,1,0); T((1-2)*) =(1,-3,3,—1).

Logo, verificar se B é LI em P3(R) € equivalente a verificar se
B/ = {(17 07 00)7 (17 _17 07 0)7 (15 _25 17 O)? (17 _37 37 _1)}

¢ LI em R*.
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Observacgao 3.1 As linhas ndo nulas de uma matriz m xn linha-reduzida a forma escalonada
correspondem a vetores linearmente independentes do R",

Exemplo 3.19 Vamos verificar se o conjunto B = {1,2x,2* + 1,23, 2* — 2} ¢ base de
Py(R). Para isso, vamos utilizar o fato de que Py(R) ~ R>. Neste caso, podemos utilizar o
isomorfismo que identifica os elementos de B com elementos de R®, da sequinte forma

1 + (1,0,0,0,0)

2z (0,2,0,0,0)
2241 & (1,0,1,0,0)

23+ (0,0,0,1,0)
-2 o (=2,0,0,0,1).

Y

Assim, se mostrarmos que os elementos de R® da identificacdo formam um conjunto LI, entdo
teriamos que B também serd LI e, portanto, uma base de Py(R). Para verificarmos se temos
um conjunto LI, iremos dispor os elementos em uma matriz e proceder com o escalonamento
da matriz, se ndo obtivermos linhas nulas no final do processo, entao teremos um conjunto

LI

1 0000 10000

0 2000 01000
L5+ Ls+2L,

10100 [=peds 00100

0 0010 000710

200 0 1 00001

Nesse processo, as linhas ndo nulas da matriz na forma escalonada correspondem a vetores
LI do R®. Logo, o conjunto de vetores analisados é LI e, portanto, B é um conjunto LI e
consequetemente uma base de Py(R).

Exemplo 3.20 Vamos determinar uma base para o espaco

o= {(2 ) () (A ) (5T

ou seja, queremos determinar um subconjunto LI entre o conjunto de geradores do espaco
W. Usaremos o fato de que Ms(R) ~ R* e associaremos a cada matriz geradora do espaco
um vetor do R*, em sequida iremos verificar se esses vetores sdo LI, e caso ndo sejam, qual
subconjunto deles € um conjunto LI.

1 =5 —4 2 1 =5 —4 2

1 1 -1 5 LaLa—14 0 6 3 3 L3<—>%L3

2 _4 _5 7 :>L2<—>L2—L1 e L3<—>L3—2L1 0 6 3 3 LQ(—}LQ—Lg
1 =7 =5 1 0 -2 -1 -1
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1 -5 —4 2 1 -5 —4 2 10 -3 3
00 0 O Lio-iL, | 0 0 0 0 00 0 0
02 1 1 Lsolstla | o 0 0 0 | “leb#la| g0 0 0
0 -2 -1 —1 o1 i 1 01 L 1

Concluimos entao que o conjunto de quatro vetores analisados é LD, porém o conjunto
formado pelo primeiro e pelo ultimo vetor é LI, ou seja, {(1,—5,—4,2),(1,=7,—5,1)} é LI

Portanto
1 -5 1 -7
s={( L) (5 7))

Definicao 3.3 Seja T' : V. — W wum isomorfismo. Como T € bijetora, entao T (como
aplicagdo) é inversivel, ou seja, existe T~ : W — V tal que

¢ uma base de W'.

T(T (w)=w, VweW e
T YT(v))=v, YveV.
Dizemos que T~ € a transformacdo inversa de T.

Exemplo 3.21 Considere a transformagdo linear T : R® — R? dada por T(x,y,z) =
(x — 2y, 2,2 +y). Vamos verificar se T € inversivel, e caso seja, iremos encontrar T,

Mostremos que T’ € injetora. Para isso, vamos determinar o nicleo de T', ou seja, vamos
determinar os elementos do conjunto N(T) = {(x,y,z) € R®: T(x,y,2) = (0,0,0)}.

r—2y=20
T(z,y,2) =(0,0,0) < (r—2y,2z,z+y)=1(0,0,0) < z2=0
r+y=0

Resolvendo o sistema, encontramos x =y = z = 0. Portanto N(T') = {(0,0,0)} e dai seque
que T é injetora.

Assim, usando o TNI, temos
dimR?® = dimN(T) + dimIm(T)
3=0-+dimIm(T)

e seque dai que dimIm(T) = 3 = dimR? e portanto, T é sobrejetora. Logo T € bijetora e
assim, itnversivel.

Vamos determinar T—. Sabemos que

T ' (T(x,y,2) = (z,y,2) = T '(z—2y22z+y) = (zy,2)
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Seja (a,b,c) no dominio de T™1, queremos determinar (x,y, z) em fungio de a,b e c tal
que T~ (a,b,c) = (x,y, z). Pela definicio da inversa temos

a=x=2y 2c+a c—a
b:Z = 3 ,y: 3 ’Z:b
c=x+y
Portanto,
2 _
T a,b,c) = ( c+a,ca,b>
3 3

Proposicao 3.6 Se T : V. — W € um isomorfismo, entdo T=' : W — V também é um
isomorfismo.

Demonstracao: Note, que como T' é uma aplicacao bijetora, entao 17" é inversivel e sua
inversa é bijetora. Logo resta mostrar apenas que 7! é linear. Para isso, sejam w;, w, € W
ek ek

o T wy +wy) =TT (v1)+ T(vy)) para algum vy, v, € V. Entao temos

T_I(T(Ul + UQ)) =V + U = T_l(wl) + T_1<UJ2).

o T (kwy) =T "Ykt(vy)) =TT (kvy)) = kvy = kT—1(wy).

Portanto, T~! é uma transformacao linear e consequentemente um isomorfismo. [ ]
Como consequéncias diretas da proposi¢ao acima temos:

e SeT:V — W é um isomorfismo, entao dimV = dimWV .

o Se V e W sao espagos vetoriais de dimensao finita e dimV = dimW, entao V ~ W.

Exemplo 3.22 Considere a transformagdo linear T : R* — R3 dada por T(x,y,z) =

(Bx,x —y,2x +y+ z). Vamos verificar se T € um isomorfismo, e caso seja, iremos encontrar
T

Mostremos que T' é injetora. Para isso, vamos determinar o nicleo de T', ou seja, vamos
determinar os elementos do conjunto N(T) = {(z,y,z) € R®: T(x,y,2) = (0,0,0)}.

3z =0
T(z,y,2) =(0,0,0) < (Br,x—y,2x+y+2)=(0,0,0) < r—y=0
2r+y+2=0

Resolvendo o sistema, encontramos x =y = z = 0. Portanto N(T') = {(0,0,0)} e dai seque
que T € injetora.
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Assim, usando o TNI, temos
dimR?® = dimN(T) + dimIm(T)

3 =0+ dimIm(T)

e seque dai que dimIm(T) = 3 = dimR3 e portanto, T é sobrejetora. Logo T € bijetora e
assim, inversivel.

Vamos determinar T~'. Seja (x,y,z) no dominio de T™t, queremos determinar (a,b,c)
em fungdo de x,y e z tal que T~ (z,y,2) = (a,b,c).
Sabemos que

T Yx,y,2) = (a,b,c) = T(T Yx,y,2))=T(a,b,c) = T(a,bc)=(x,9,2).

Pela definicao da da transformacao T, temos

3a=1x . r—3
a—b=y = a:§,b: 3y,c:z+y—x
20+b+c==z
Portanto,
-3

3.1.3 Exercicios

(1) Verifique se cada uma das aplicagoes abaixo é uma transformagao linear:

(a) f:R? - R? dada por f(z,y) = (v +y,z —y)
(b) g : R? — R dada por g(z,y) =z -y
(¢) h: My(C) — C dada por h(A) = detA
(d) L: M3(R) — R dada por L(A) = tr(A)
(e) U:R3 — R? dada por U(z,y,2) = (2* — 3y, 5z,0)
(f) M : Py(C) — P3(C) dada por M(ax? + bx + ¢) = ax® + bx? + cx
(g) S:R*— R3 dada por S(z,y,z,w) = (y, 2 — w,2y + z + 2w)
1 2
(h) N :R?> — R?* dada por N(z,y,2)=(z y 2 )- ( 0 1)
1 1

(i) R:R?*— R? dada por R(z,y) = (z,2Y — 27)
(j) T:R — R dada por T'(z) = |z|
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(k) ¢:R? — R dada por ¢(x,y) =z — 2y + 3
(1) T :R?* = R? dada por T(x,y) = (1 +z,y)

(m)T:R3—>MQ(R)dadaporT(:p,y,z):( 22 =y x+y+z>

r+y—z 2y—3z
(n) T:R3>— Py(R) dada por T'(a,b,c) = a + bx + cz?
(o) T :R? - R? dada por T(x,y) = (zy, )

(2) Seja T': V — W uma transformacdo linear. Se existe um vetor u € V' tal que T'(u) =0
(vetor nulo de W), podemos concluir entdo que u = 0 (vetor nulo de V)? Justifique se
for verdade ou apresente um contra-exemplo se for falso.

(3) Encontre a transformacao linear 7' : R?* — R? tal que T'(1,0,0) = (2,0), T(0,1,0) =
(1,1) e T(0,0,1) = (0, —1). Obtenha v € R? tal que T'(v) = (3,2).

(4) Qual a transformagao linear T : R? — R3 tal que T(1,1) = (3,2,1) e T'(0, —2) = (0,1,0)?
Obtenha 7'(1,0) e T(0,1).

(5) Qual a transformacio linear S : R® — R tal que S(1,1,1) = 3, S(0,1,-2) = 1 e
S(0,0,1) = —2?

(6) Seja A : R?* — R? uma transformagao linear dada por A(x,y) = (5z + 4y, —3x — 2y).
Para quais valores de A € R existem vetores nao nulos u € R? tais que A(u) = X - u?
Esses vetores u sdo tnicos para cada \ fixado? Determine esses vetores. O que vocE
pode concluir dos vetores “associados” a cada A?

(7) Obtenha o nicleo, a imagem e suas respectivas dimensoes para cada uma das aplicagoes
do Exercicio 1 que forem transformagoes lineares. Verifique o Teorema do Ntcleo e da
Imagem em cada caso.

(8) Obtenha o nicleo e a imagem da transformagao linear derivagao D : P3(R) — P5(R)
dado por D(p(z)) = p'(x).

(9) Considere a transformacao linear T : R® — R3 dada por T'(z,y,2) = (2,2 — y, —2).
Determine uma base do nucleo de T. Qual a dimensao da imagem de T7 A imagem de

T ¢é todo o R3? Justifique.

(10) Pode existir uma transformacio linear 7" : R* — R cuja imagem é todo R5? Justifique
e tente generalizar cada resultado.

(11) Pode existir uma transformacao linear T : R® — R? tal que N(T) = {(0,0,0)}?
Justifique e tente generalizar cada resultado.
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(12) Sejam T : V' — W uma transformacao linear e B = {v, v9,...,v,} uma base de V.
Mostre que B’ = {T'(v1),T(vs),...,T(v,)} gera a Im(T), ou seja, qualquer vetor da
imagem de T é uma combinacao linear dos vetores de B’.

(13) Descreva explicitamente uma transformacio linear T': C* — C? tal que sua imagem
seja o espago gerado pelos vetores u = (2i,1,—3) e v = (0, —i, 1 + 7).

(14) Descreva explicitamente uma transformagao linear F' : R? — R? cujo ntcleo seja a reta
= r e cuja imagem seja a reta y = 3x.

(15) Verifique quais das transformagoes lineares do Exercicio 1 sdo injetoras e quais sdo
sobrejetoras.

(16) Dados T': U — V transformagao linear injetora e uy, ug, . .. ux vetores LI em U, mostre
que o conjunto {7T"(uy, T'(uz), ..., T(ug)} é LI

(17) Dg, quando possivel, exemplos de transformagoes lineares satisfazendo as condigoes dos
itens abaixo. Quando nao for possivel, justifique.

(18) Seja T' a transformacao linear de R* em R3 dada por T'(x,v, 2) = 3z, —y, 2z +y + 2).
Verifique se 7' é invertivel e, em caso afirmativo, determine 77!,

(19) Seja P : C* — C? a transformagao linear tal que P(1,0,0) = (1,0,i), P(0,1,0) =
(0,1,1), P(0,0,1) = (4,0,1). Verifique se P é um isomorfismo.

(20) Seja T : P;(R) — R? a transformacio linear dada por T'(p(z)) = (p(0), p(1)). Mostre
que T' ¢é injetiva.

(21) Se T': R™ — R é uma transformagao linear para a qual existe v € R" tal que T'(v) # 0,
determine dimN (7).
3.2 Transformacoes lineares e matrizes

Nosso objetivo nessa secdo ¢é associar matrizes a transformacoes lineares. Veremos que a
cada escolha de bases para o dominio e contradominio de uma transformacao linear teremos
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uma matriz associada a transformacgao.

Inicialmente, vamos observar que dada uma matriz podemos construir uma transformacao

linear a partir dela. Considere por exemplo a matriz A = 201 ) € Msy3(R) e defina

T: ngl(R) — ngl(R) dada por T(X) =A-X.

0 -1 1

Observe que, se considerarmos uma base 3 de R?, dado um vetor v € R® podemos
considerar a matriz das coordenadas de v em relacdo a base 3, [v]g, como sendo uma ma-
triz de M3« (R). Assim, T'([v]g) = A - [v]z. Vamos considerar os isomorfismos existentes
Msy1(R) ~ R3 e M1 (R) ~ R? e alguns abusos de notacdo para reescrever a transformacao
T como T : R* — R? dada por T'(v) = A - v'. Estamos considerando, neste caso, v = [v] e
v' = [v]s, ou seja, nossa defini¢io depende da base 5. Se 3 é a base candnica do R?, entao

T(l‘,y,Z) = (2.1' +z,-y+ Z)'

Vejamos, de maneira geral, como construir uma matriz que represente uma transformacao
linear dadas bases ordenadas do dominio e contradominio da transformacao.

Sejam V' e W espagos vetoriais sobre um corpo K e aw = {wy,...,v,}, S ={wy,...,wn,}
bases ordenadas de V e W. Seja T : V — W uma transformacao linear. Nosso objetivo é
determinar uma matriz A, tal que

[T()]s = A [v]a

para todo v € V.

Dado v € V, entao
V= a1V + oV + - - - + anvy,

o=
Dai '
T(v) = aT(v1) + aT(vg) + -+ - + a, T (vy). (3.1)

Como T'(v;) € W para todo i, temos

T(Ul) = a1 Wi + a9 Wo + -+ - + Q1 Wy,
T(UQ) = A12W1 + QA29W2o + -+ A2 Wi,

T(”n) = Q1p,W1 + AonW2 + -+ AmnWm
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Substituindo em (3.1)), obtemos
T(v) = ar(anwy + anwa + -+ - + GpaWp) + - -+ + ap(@1,w1 + a2pWs + -+ + Appy) =

T(v) = (a1a11 + aga1z + - - - + aparp)wy + - - - + (@11 + G2am2 + - - + QG W, =

aiail + asaio + - - -+ apaiy
a1a91 + asage + - - - + ayasy,

[T'()ls =
a1Qm1 + azamg.—l— s Ay
aiy Qg ... Qin ap
| G axm ... g . Qo
Aml  Am2 Amn an
= ([T(v)]s [T(w2)lg - [T(va)lp) - [V]a
= V]

A matriz A é a matriz que representa T' em relacao as bases a e § e a denotamos por
[T)§. Portanto, temos

Observagao 3.2 Se [ : V — V ¢é a transformagao identidade, entao [I];y ¢ a matriz mudanga
de base vista em [2.4.3,

Exemplo 3.23 Considere a transformacao linear T : R?> — R® definida por

T(I’,y) = (x—i_y’y?y_m)

e B, B as bases candnicas de R? e R3, respectivamente. Vamos deteminar [T]g, a matriz da

transformacao T em relacao ds bases B e [3'.

Primeiro precisamos determinar as imagens por T dos vetores da base 5 e em sequida,
determinar as coordenadas dessas imagens em relacao da base 3.

T(1,0) = (1,0,—1) = 1(1,0,0) + 0(0, 1,0) 4+ (—1)(0,0,1)
7(0,1)=(1,1,1) = 1(1,0,0) +1(0,1,0) 4+ 1(0,0, 1)
Portanto,

1
T = .0l TOD) = | 0

—_ = =
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Note que, com a matriz obtida podemos obter as coordenadas da imagem de qualquer vetor

em R? pela transformacdo T em relacio a base 3. Por exemplo, vamos considerar o vetor
(4,1) € R?. Temos que

[T(4, )]s = [T]3 - [(4. )]s

Assim,
T(4,1) =5(1,0,0) + 1(0,1,0) + (=3)(0,0,1) = (5,1, —3).

Exemplo 3.24 Considere a transformacao linear T : R® — R? definida por
T(z,y,2)=Q2r—y+23c+y—2z2)
ea={(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}, 8 = {(2,1),(5,3)} bases de R e R?, respectivamente.

Vamos deteminar [T')§ a matriz da transformagdo T em relagdo as bases (3 e 3'.

Primeiro precisamos determinar as imagens por T' dos vetores da base o e em Sequida,
determinar as coordenadas dessas imagens em relacdo d base 3.

. T(1,1,1) = (2,2) = a(2,1) + b(5,3)

Vamos determinar os valores de a e b. Observe que da ultima igualdade temos

2a + 5b =2
{a+3b:2 a=—4, b=2.

Logo, [T(1,1,1)] = ( _24 )

T(0,1,1) = (0, —1) = a(2,1) + b(5,3)

Vamos determinar os valores de a e b. Observe que da ultima igualdade temos

2a +5b=0 - -
{a+3b:—1 a=2>5, b=-2.

Logo, [T(0,1,1)]; = ( _52 )
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7(0,0,1) = (1,—2) = a(2,1) + b(5, 3)

Vamos determinar os valores de a e b. Observe que da tultima igualdade temos

{2“+5b:1 a=13, b= —5.

a+3b=-2

Logo, [T(0,0,1)] = ( e ) -
Portanto,

T3 = (IT(1,1,1)]5 [T(0,1,1)]5 [T(0,0,1)]5) = ( —24 _52 E;) )

Quando estivermos considerando « e 3, respectivamente, as bases canonicas do dominio
e do contradominio, escreveremos apenas [1'] ao invés de [T15.

Exemplo 3.25 Considere a transformacao linear T : R?> — R? definida por
T(z,y) = (Tx — 4y, —4z + y).
(a) Vamos obter [T7.
(b) Vamos determinar [T]'g, onde 3 ={(3,6),(—2,1)} € base de R?.
Solucgdo:

(a) Primeiro precisamos determinar as imagens por T dos vetores da base canénica de R*
em sequida, determinar as coordenadas dessas imagens em relacdo a base canodnica.

T(1,0) = (7,—4) = 7(1,0) + (—4)(0, 1)

T(0,1) = (—4,1) = (—4)(1,0,0) + 1(0, 1)

[T]:<—74 _14>'

(b) Primeiro precisamos determinar as imagens por T dos vetores da base e em sequida,
determinar as coordenadas dessas imagens em relagdo a base [3.

Portanto,
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T(3,6) = (—3,—6) = a(3,6) +b(—2,1)
Vamos determinar os valores de a e b. Observe que da ultima igualdade temos

{lid=d = a=mi=0

6a +b=—6

Logo, [T'(3,6)]s = ( _01 ) .
. T(=2,1) = (—18,9) = a(3,6) + b(—2, 1)

Vamos determinar os valores de a e b. Observe que da ultima igualdade temos

3a —2b=—18

6a+b—09 = a=0,0=9.

Logo, [T(=2,1)]; = ( 8 ) .

Portanto,
M= (% o)
Exemplo 3.26 Considere a transformagdo linear D : Py(R) — Py(R) dada pela derivada
primeira e as bases ordenadas o = {1,x,2*} e B ={1+z,1 —z,2?} de P2(R).
(a) Vamos determinar [D]2.

(b) Vamos determinar [D]3.

Solucdo:

(a) Primeiro precisamos determinar as imagens por D dos vetores da base [ e em sequida,
determinar as coordenadas dessas imagens em relacao a base c.

D(l+z)=1=1-140-2+0-27
D(l1-2)=-1=-1-14+0-2+0-2°
D(x*)=22=0-14+2-2+0-2°

Portanto,

1 -1 0
D=0 0 2
0 0 O
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(b) Primeiro precisamos determinar as imagens por D dos vetores da base o e em sequida,
determinar as coordenadas dessas imagens em relagdo a base [3.

D1)=0=a-(1+2)+b-(1—2)+c-2?

Logo, teremos
a=b=c=0
e, [D(W)]g=| 0

Dxz)=1=a-(1+2)+b-(1—2)+c-2°

Vamos determinar os valores de a, b e c. Observe que da ultima igualdade temos

atb=1 1 1

a—b=0 = a==,b== c=0.
2 2

c=0

Logo, [D(x)]s =

O NN

D@a*)=2r=a-(1+2)+b-(1—-2)+c-2°

Vamos determinar os valores de a, b e c. Observe que da ultima igualdade temos

a+b=0
a—b=2 = a=1b=-1, ¢=0.
c=0
1
Logo, [D(2?)]s=| —1
0
Portanto,
05 1
[D]g: 0 % —1
00 O

Exemplo 3.27 Considere a transformagcao linear T : My(R) — R? definida por

a b
T< . d>=(a+d,b+c).
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Vamos deteminar [T]?, 0ndeﬁ={<(2) (1)>,<_11 ?),(? 1>,<_01 g)} ea =

{(=1,0),(1,2)} sdo bases de My(R) e R?, respectivamente.

Primeiro precisamos determinar as imagens por T dos vetores da base [ e em sequida,
determinar as coordenadas dessas imagens em relacao a base .

T (( s )) — (2,1) = a(=1,0) + b(1,2)

Vamos determinar os valores de a e b. Observe que da tultima igualdade temos

v [r (3 0))].- ()

T (( o )) — (2,~1) = a(~1,0) + b(1,2)

Vamos determinar os valores de a e b. Observe que da ultima igualdade temos

—a+b=2 N § 1
2b=—1 2 2

o [r(( 4 0))]. - (1)

T (( - )) — (1,2) = a(~1,0) + b(1,2)

Vamos determinar os valores de a e b. Observe que da ultima igualdade temos

{_a+b_1 a=0, b=1.

2b=2

o (¢ D)]-(4)

~1 0
T<< 0 3>>:(270):a(—1,0)+b(1,2)
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Vamos determinar os valores de a e b. Observe que da tultima igualdade temos

{_GZng a=-2,b=0.
-1 0 —2
o (0 3))], - (0)
Portanto,
_3 _5 0 -9
B — 2 2
w7 )

Observacao 3.3 SeT : V — V € uma transformacao linear e o e 3 sdo bases e V', a relagao
que existe entre as matrizes [T]% e [T]g ¢ dada por

(715 = 115 - [T]a - ]2

«

Como (115 = ([1]3)7", temos

Definigao 3.4 Duas matrizes A e B sio semelhantes se existe uma matriz P inversivel

tal que
B = PAP .

3.2.1 Composicao de transformacoes lineares

Toda transformagao linear é, em particular, uma aplicagdo. Logo faz sentido falarmos em
composicao de transformagoes. Naturalmente, dadas as transformagoes lineares T : V' — W
e S: W — Z podemos definir a aplicacado SoT : V — Z dada por

SoT(v)=_8(T(v)), paratodo velV.

Proposicao 3.7 Dadas as transformacoes lineares T : V — W e S : W — Z, a composi¢ao
S oT dessas transformacoes é uma transformacao linear.

Demonstracao: De fato, sejam u,v € V e k € K, como S e T sao transformacoes lineares,
temos

SoT(u+v)=ST(u+v))=S(T(u)+T(v))=S(T(u)+S(T(v)=SoT(u)+ SoT(v)

S o T(ku) = S(T(ku)) = S(KT(w)) = k(S(T(w))) = k(S o T(w)).
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Exemplo 3.28 Sejam R : R? — R?, dada por R(x,y) = (v,2 —y) e S : R* = R?, dada por
S(z,y) = 2y, x) duas transformagoes lineares.

Temos bem definidas Ro S e So R e estas sao dadas por
RoS(x,y) = R(S(x,y)) = R(2y,x) = (2y,2y — z),
Assim como vimos no exemplo anterior, de maneira geral, So R # Ro S.

Proposicao 3.8 Sejam T :V — W e S: W — Z transformacgoes lineares e o, 3,7 bases de
V, W e Z, respectivamente. Entao

071 = [S]2 - (115,

Y

Em particular, suponha que 7' : V. — W seja um isomorfismo. Ou seja, existe a
transformacao inversa 7! e ainda,

ToT '(w)=w, paratodo weW,

T 'oT(v)=v, paratodo v€EV.

Logo, as compostas T o T~! e T~! o T coincidem com as transformacoes identidades de
W e V, respectivamente. Assim, as matrizes dessas transformacgoes nas bases canonicas serao

ToT™ ] =[Iy] =1

TYoT]=[Iy] =1,

onde [ ¢é a matriz identidade. Utilizando isso e a proposi¢ao anterior, temos

e concluimos disso que

isto é a matriz da transformacao inversa de 7' nas bases candnicas é a inversa da matriz de T’
nas bases canoénicas.
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3.2.2 Exercicios

(1) Considere a transformagao linear T : R* — R? dada por T'(z,y) = (z + y, —2x + 4y).
Encontre a matriz que representa 7' na base candnica do R?.

(2) Sejam a = {(1,1),(0,2)} e B ={(1,0,1),(0,1,0),(1,2,0)}, bases de R? e R3, respecti-
vamente. Calcule [T]§, onde T : R* — R? é dada por T'(z,y) = (2z,2 — y,2y).

(3) Sejam o = {(1,1),(0,2)} e 8 ={(1,0,1),(0,1,0),(1,2,0)}, bases de R? e R?, respecti-
vamente. Determine a transformacao linear T : R? — R? tal que
10
Tz=11 2
0 1
(4) Dadas duas trasnformagoes lineares T, 7" : V' — W e bases ac e 5 de V e W, respectiva-

mente, mostre que se [1']5 = [T"]§, entdao T =T".

(5) Seja D o operador derivada sobre o espago dos polinémios reais de grau menor ou igual
a 3, P3(R).

(a) Mostre que D é um operador linear.

(b) Encontre as matrizes [D]?, [D]® [D]'g e [D]§, onde

(%) a?

2 .3
a:{l,x,xQ,x?’} e B:{l,x,zl,;}

sao bases de P3(R).

(6) Dado o operador linear T': R* — R? T'(z,y,2) = (x — y,y — x,z — 2), encontre (T3,
onde « ¢ a base canonica do R? e 3 = {(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0)}.

(7) Seja T : R* — R3 a multiplicagio pela matriz

1 3 4
3 47
-2 20

(a) Mostre que N(T') é uma reta que passa pela origem e encontre as equagoes
paramétricas desta reta.

(b) Mostre que I'm(T) é um plano que passa pela origem e encontre a equagao
cartesiana deste plano.
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(8) Dado o operador linear T'(z,y,2) = (v — 2y + 2, —x + 4y — 22,7) em R3 e a base
a={(1,0,-1),(0,1,2),(1,2,0)}, encontre uma base 3 de R? tal que

100
r5=10 00
00 1

(9) Zeja EDQ(R) 2—}> P3(R) a transformagao linear T'(p(x)) = p(2x 4+ 1). Encontre [T]'g, onde
=11,z,2°}.

(10) Seja a = {v1, v2,v3,v4} uma base de um espago vetorial V. Encontre a matriz [T]% da
transformacao linear 7' : V' — V definida por

T(U1> = Uy, T(Ug) = Vs, T(Ug) = V4, T(U4) = V1.

(11) Seja T : R* — M,(R) a transformagdo linear definida por

1 -2
o | -1 0

=1 2 1 |
1 -1

onde « e 3 sdo as bases candnicas de R? e My(R), respectivamente.

(a) Determine os vetores v € R? tais que T'(v) = Is.
(b) Determine T'(3, —1).

(12) Considere as transformagoes lineares

T :R"™ — P,(R), T(ag, a1, --.,a,) = ag+ a1 + - - + ap,a"

S: P(R) = R S(p(x)) = (p(0),p(1), - .., p(n)).

Determine as matrizes de SoT e T o S nas bases canonicas de R"*! e P,(R).

(13) Seja T': Py,(R) — R a transformagao linear dada por

Determine as matrizes de T' com relacao as bases:
(a) a={l,z,2°} e f = {1}.
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(b) a={1,1+z,1+z+2*}epf={-2}

(14) Sejam « e 3 as bases candnicas de R? e R?, respectivamente. Seja T': R? — R? a
transformacao linear tal que

k ok
T =| k 1
1k

bl

onde k € R.

(a) Para que valores de k, T é injetiva?
(b) Para que valores de k, T' é sobrejetiva?

(¢) No caso em que T ndao é injetiva, determine N(T').

(15) Seja T : R* — R? a tarsnformagao linear tal que

w_ (101 -1
[T]6:<2 51 3 )

onde a e 3 sdo as bases candnicas de R? e R?, respectivamente. Determine 7-'(1,0).
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CAPITULO 4

DIAGONALIZACAO DE OPERADORES

4.1 Operadores lineares

Toda transformacao linear de um espaco vetorial V' nele préprio, isto é, da forma
T :V — V é chamado operador linear.

Vimos no capitulo anterior que, sob certas condigoes, é possivel definir a composi¢ao
de transformacoes lineares. A partir dessa definicdo, podemos definir a potenciacao de um
operador linear. Se T": V' — V' é um operador linear e n € N, definimos a n-ésima poténcia
de T', denotando por T, como a funcao 1™ : V' — V dada por

T'=T e T"=ToTo---0oT, se n>2.

Para n = 0, definimos T° = I (transformacao identidade). Dai, se T' é um isomorfismo, a
transformacdo linear 7" : V — V ¢ definida por T-" = (T~1)™.

A partir da definicao acima, temos alguns tipos especiais de operadores lineares:

Definicao 4.1 Dado T : V — V' um operador linear, dizemos que:

(i) T é um operador idempotente ou projecdo se T? =T .
(ii) T é um operador auto-reflexivo se T? = I.
(iii) T € um operador nilpotente se T = 0, para algum n € N.
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4.1.1 Autovalores e autovetores

A partir de agora, a menos que mencionemos o contrario, estamos considerando somente
espagos vetoriais reais.

Definicao 4.2 Seja T : V. — V um operador linear. Um niumero real A serd dito um
autovalor de T se existir um vetor nao nulo v € V tal que T'(v) = Av. O vetor v é chamado
de autovetor ou vetor caracteristico de T associado a ).

E claro que, se v é um autovetor de 1" associado a um autovalor A\, entao todo multiplo
escalar de v é também um autovetor de T associado a A. Além disso, temos a seguinte
definicao:

Definicao 4.3 O subespaco
Vi={v eV :T(v)= v}
¢ chamado autoespaco de T' associado a A.

Note que, o vetor nulo ndo é um autovetor, mas estd no conjunto V,. O conjunto
(subespago) V) é formado pelo vetor nulo e todos os autovetores de T" associados a .

Exemplo 4.1 Seja T : R? — R? a transformagdo linear definida por T(x,y) = (22 + 2y, y).
Vamos determinar se existem autovalores e autovetores de T

Seja v = (z,y) € R? — {(0,0)}. Devemos encontrar \ € R, tal que

2 4+ 2y = \x

TW)=\Nz,y) < (2c+2y,y) =0z y) < { y=\y

Vamos dividir em casos para resolver esse sistema.

c y#0
y=xy = =1
2t +2y=c = x=-2

Logo, obtemos neste caso o autovalor A =1 e os autovetores associados (—2y,y),y # 0.

Observe que os autovetores estio sob a reta y = —%m.

o y =0 (portanto, x #0)
2r4+2y= . = 2=rx=>\r = A=2

Logo, obtemos neste caso o autovalor A = 2 e os autovetores associados (x,0),z # 0.
Observe que os autovetores estao sob a reta y = 0.

100



Exemplo 4.2 Seja T : R? — R? a transformacdo linear definida por T(x,y) = (—y,z).
Vamos determinar se existem autovalores e autovetores de T .

Seja v = (z,y) € R* —{(0,0)}. Devemos encontrar X\ € R, tal que

B _ B —y =z
10 =Mew) & (na)=Oe) e VY
Substituindo x na primeira equagcdo por \y, temos

AMAy)=—y = y(N+1)=0,

como N2 +1 > 0, temos y = 0 e consequentemente x = 0. Nossa condicio inicial é
(x,y) # (0,0), logo T nao possui autovalores e autovetores.

Proposicao 4.1 Seja T : V. — V um operador linear e sejam A1, Aa, ..., N\, autovalores
distintos de T. Se vi,vs,...,v, sGo autovetores associados aos autovalores \i, Ag, ..., Ar,
respectivamente, entio {vy,ve,...,v,} € linearmente independente.

Corolario 4.1 Seja T :'V — V um operador linear. Se dimV =n e T possui n autovalores
distintos, entao V' possui uma base formada por autovetores de T'.

Esses dois ultimos resultados serdo importantes para obtermos uma representacao matri-
cial mais simples de um operador linear. Em linhas gerais, estaremos procurando por bases
formadas por autovetores.

A fim de facilitarmos os cédlculos para obtencao de autovalores e autovetores traremos as
defini¢bes vistas para o conjunto de matrizes, ja que podemos associar matrizes a operadores
lineares.

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Um autovalor de A é um autovalor \ da
transformacao T4 : R® — R”, onde A é a matriz de T4 na base candnica do R". E um
autovetor de A é um vetor nao nulo v que é autovetor associado a A pela transformacao T)4.
Isto é, v é autovetor de A associado a um autovalor \ se, e somente se,

Ta(v) =X & Av=l & Av—-XIv=0 & (A-MN))v=0,

onde [ é a matriz identidade de mesma ordem que A. Observe que (A — Al)v = 0 é um
sistema homogéneo de n equagdes e n incognitas. Como estamos procurando por autovetores,
estamos procurando solugoes nao nulas desse sistema, isto é, v # 0. Por se tratar de um
sistema homogéneo, ele sempre terd solucao e s6 tera solugdo nao nula se det(A — AI) = 0.
Usaremos este fato, para determinar autovalores e autovetores, quando existirem.
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Exemplo 4.3 Vamos determinar, caso existam, os autovalores e autovetores da matriz

4 20
A=]1 -1 10
0 1 2

Associamos a essa matriz a transformagao linear Ty : R — R3 dada por T'(v) = Av. Um
vetor nao nulo v = (x,y,z) € autovetor associado a \ se, e somente se,

Ta(v) =X v < (A—A;3)v=0.

Como vimos, estamos interessados nos valores de X tais que det(A — \3) = 0. Ou seja,

4 20 1 00 4—-X 2 0
det -1 1 0]|-X[010 =0 & det -1 1-Xx 0 = 0.
0 1 2 0 01 0 1 2—-A

Calculando o determinante, temos
—A+ 7N — 16\ + 12 = 0.

Assim, obtemos os valores de X encontrando as raizes do polinomio p(\) = —A3+TA\2—16\+12.
Os autovalores serio A =3 e X' = 2 e o0s autoespagos associados serao

Vo={veR>: Ty(v)=2v},
Vis={veR?: Ty(v)=3v}

e A=2
Vamos determinar os autovetores associados ao autovalor 2. Para isso, basta voltarmos
ao sistema (A — Ms)v = 0 e substituirmos X por 2. Dai temos o sequinte

2 2 0 x 0 20+ 2y =0
—1 -1 0 |-y |l=]0 = —r—y=0
0 1 0 z 0 y=20

Resolvendo o sistema, obtemos que os autovetores procurados sao da forma
v =(0,0,2),z # 0 e portanto
Vo ={(0,0,1)).

e A=3
Vamos determinar os autovetores associados ao autovalor 2. Basta voltarmos ao sistema
(A — A3)v =0 e substituirmos A por 3. Dai temos o sequinte

12 0 x 0 r+2y=0
-1 =2 0 Ay |l=1]0 = —x—2y=0
0O 1 -1 z 0 y—z=0

Resolvendo o sistema, obtemos que os autovetores procurados sdo da forma
v=(-2y,y,9),y # 0 e portanto
Vs =((-2,1,1)).
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4.1.2 Polindmio caracteristico

Seja A uma matriz quadrada de ordem n. A matriz (A — AI,,), onde A é uma indetermi-
nada, é chamada matriz caracteristica de A. O determinante dessa matriz é um polinémio
em A chamado polinédmio caracterisico da matriz A e denotado por ps(A). Se T: V — V
¢ um operador linear, o polinémio caracteristico de T é o polinémio caracteristico da
matriz [T] (a matriz da transformagdo 7" na base candnica de V') e é denotado por pr(\).

Observacao 4.1 Se o é uma base qualquer de V', entao
det([T)5 — NI) = det([T] — \I).

Logo,
pr(N\) = det([T] — \).

Note que, os autovalores de T sao as raizes de pr(N).

Exemplo 4.4 Seja T : R* — R? a transformagao linear dada por T(x,y,z) = (v + y, v —
y—+2z,2c+y — z). Vamos determinar o polinémio caracteristico de T

Para calcularmos [T, precisamos determinar as imagens diretas dos elemento da base canénica
de R? pela transformacio T. Temos

T(1,0,0) = (1,1,2);  T(0,1,0)=(1,-1,1);  T(0,0,1) = (0,2, —1).

Dai,
1 1 0
[T] = 1 -1 2
2 1 -1
e entao

pr(A) = det([T] — AI3)

1 1 0 A0 O
= det 1 -1 2 - 0 XN O
2 1 -1 0 0 X
1—A 1 0
= det 1 —1-A 2
2 1 1)\)

=(1+N2+N2-))

Sabemos que os autovalores de T sdo as raizes do polinomio caracteristico, logo para
calcularmos os autovalores temos

pr(A) =0 < (A+XN)2+N2-N)=0 & AX=-1 ou A=-2 ou A=2.

103



e N=—1

210 210 %+ — 0
10 2 |=bkoblil 10 2 é{aﬁaziozﬁx:—% e y=4z.
210 0 00 N
Logo, os autovetores associados ao autovalor X = —1 sao da forma v = (—2z,4z, 2)
com z # 0.
L] )\ g —2
310 0 -2 —6 0 0 0
112 |=p803r1 1 2 |[=shebh2kbi 1 2 | =
2 11 0 -1 -3 0 -1 -3
000 00 O v
11 2 | =bobisl 1 0 -1 j{ +3jﬂ =r=2 e y=—3z
01 3 01 3 yree=
Logo, os autovetores associados ao autovalor A = —2 sao da forma v = (z,—3z,2) com
z # 0.
[ ] )\ = 2
-1 1 0 0 -2 2 L1 0 1 -1
H_f
1 =3 2 |[=p8pfe |1 -3 2 :iL;%zsl 1 -3 2 |=
1 =3 o 7 -7 0o 1 -1
0o 1 -1 Yy
1 -3 2 { N L TrT=zZ e y=2z
00 o0 r—3y+22=0

Logo, os autovetores associados ao autovalor X = 2 sao da forma v = (z,2z,2) com

z # 0.

Vamos escolher um conjunto formado por um autovetor associado a cada um dos autova-
lores, por exemplo, o conjunto B = {(—2,4,1),(1,-3,1),(1,1,1)} é formado por autovetores
associados, respectivamente, aos autovalores —1,—2 e 2. Como esses autovalores sdo distintos,
B € um conjunto LI e por ser composto por 3 vetores (dimensdio do R?), entdo B é uma base
de R? formada por autovetores de T. Além disso, temos

-1 0 0
TE=1 0 -2 0
0 0 2
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4.1.3 Diagonalizacao de operadores

Lembramos que uma matriz quadrada A = (a;;) de ordem n é diagonal se a;; = 0 se
i 7.
Definicao 4.4 Um operador linear T : V — V é diagonalizavel quando ¢ possivel obter

uma base a de V' tal que [T']% é uma matriz diagonal.

Seja T : V' — V um operador linear e suponha que exista uma base o = {vy,v9,...,v,}
de V tal que
kh 0 ... 0
0 ko ... O
Ta=1 . . . .
0 0 ... k,

Pela definicao de matriz da transformagcao, temos:

T(Ul) = k?ll)l + 0’02 + -+ Ovn
T(UQ) = 01)1 + k‘gvg + -+ O’Un

T(v,) = 0vy + 0vg + - -+ + kyu,

Logo T'(v;) = k;v;, paratodo i € {1,2,...,n}, ouseja, vy, vs, ..., v, sa0 autovetores associados
aos autovalores kq, ko, ..., k,, respectivamente.

Proposicao 4.2 Um operador linear T : V — V € diagonalizdvel se, e somente se, existe
uma base de V' formada por autovetores.

Exemplo 4.5 Seja T : R* — R? um operador linear dado por T'(x,y) = (—3x +4y, —x +2y).
Vamos verificar seT' € diagonalizdvel.

Temos
T(1,0) = (=3,-1),
T(0,1) = (4,2).

Logo, a matriz de T' na base canonica é

m-(233)

Entao o polinomio caracteristico de T serd

B -3 - A\ 4 e
—det< 1 2_/\>—)\ +A=2
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Dai, os autovalores de T' sao dados por
prIN)=0 & MN+A-2=0 & A=1 ou A=-2

Como o operador possui dois autovalores distintos e seu dominio tem dimensdo dois, seque
do Coroldrio e da Proposicio [{.9 que T € diagonalizdvel. Vamos determinar a seguir,
uma base de R? formada por autovetores de T.

e A =1
—4 4 L1<3L1—A4Lo 0 0
< 1 1>:> 11 =-—c+y=0=z=y.

Logo, os autovetores associados ao autovalor A =1 sao da forma v = (x,x) com x # 0.

o )\ = —2
-1 4
= —c+4y=0=2=4y.
-1 4
Logo, os autovetores associados ao autovalor A = —2 sao da forma v = (4y,y) com
y# 0.

Segque que o = {(1,1),(4,1)} € uma base de R? e

Exemplo 4.6 Seja T : R? — R® um operador linear tal que

3 -3 —4
=0 3 5
0 0 -1

Vamos verificar se T € diagonalizdvel. O polinomio caracteristico de T serd

pr(A) = det([T] — M)
3—-\ -3 —4
= det 0 3-Xx 5 =(B3=N?*(-1-2))
0 0 —1-2X

Dai, os autovalores de T' sao dados por

prIN)=0 & (B-N}(-1-N)=0 < AX=3 ou A=-1.

0 -3 —4 —3y—4z=10
0 0 5 = 0z =0 =2=0 e y=0.
0 0 —4 —4z=0
Logo, os autovetores associados ao autovalor X = 3 sdo da forma v = (x,0,0) com

x #0.
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IR IR I NP
00 0 4dy+52 =0 4 16
Logo, os autovetores associados ao autovalor A\ = —1 sao da forma v = (1%7 —gz,z)

com z # 0.

Logo T ndo € diagonalizdvel, uma vez que ndo é possivel obtermos uma base de R? formada
por autovetores de T.

Exemplo 4.7 Seja T : R?* — R® um operador linear tal que

30 —4
T =03 5
00 —1

Vamos verificar se T é diagonalizdvel. O polinémio caracteristico de T serd

pr(A) = det([T] — AI)
3-X2 0 —4
= det 0 3-X 5 =B -=N3*(-1-2X)
0 0 —1-2x

Dai, os autovalores de T' sao dados por

pr(N)=0 < (B-XN*(-1-N)=0 < AX=3 ou \A=-1

e \=
0 0 —4 —4z=0
00 5 = o52=0 =2z=0.
00 —4 —4z =0
Logo, os autovetores associados ao autovalor X = 3 sdo da forma v = (z,y,0) com
z? +y* #£0.
e = —1
E)l ?l _54 {41;_42_0 =>y——§z e r=2=z
00 0 4y+52 =0 4
Logo, os autovetores associados ao autovalor X = —1 sdao da forma v = (z, —%z, z) com

z #0.
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Seja o = {(1,0,0),(0,1,0),(4,—5,4)}. Observe que o é composto de autovetores de T
associados, respectivamente, aos autovalores 3,3, —1. Esse conjunto é LI, pois, sse a,b,c € R
sao tais que

a(1,0,0) +56(0,1,0) + ¢(4,—5,4) = (0,0,0)

entdo consegquimos mostrar que a = b = ¢ = 0. Logo o é uma base de R® formada por
autovetores. Portanto T é diagonalizavel e

A matriz diagonal é chamada de 1* forma canoénica. Outras formas sao estudadas em
algebra linear, como por exemplo as formas de Jordan e Racional.

4.1.4 Exercicios

(1) Seja T : V' — V um operador linear, com dimV = n e, para algum v € V, tem-se
T"(v) =0 e T '(v)#£0.
Mostre que
{0, T(v),T*(v),....,T""}(v)}
¢ uma base de V.
(2) Um operador linear T': V' — V ¢é dito nilpotente se existe um inteiro positivo n tal
que T™ = 0 é a transformacao nula. O menor inteiro positivo n tal que T™ = 0 e

T 1 £ 0 é chamado indice de nilpoténcia de 7. Se T' ¢ um operador nao nulo e
nilppotente, determine todos os possiveis autovalores de T'.

(3) Um operador linear T : V — V ¢ dito idempotente se T? = T.. Encontre os possiveis
valores para os autovalores de T

(4) Mostre que, se T' é um isomorfismo, entdo A é autovalor de T se, e somente se, % é
autovalor de 771,

(5) Seja T': V. — V um operador linear e A € R um autovalor de 7. Mostre que o
autoespaco V) de T associado a A é um subespaco vetorial de V.

(6) Considere o operador linear T': R* — R? dado por T'(z,y) = (z + y, —2z + 4y).

(a) Encontre a matriz A que representa T na base canonica do R2.

(b) Encontre os autovalores A1, Ay de A e seus respectivos autovetores associados vy,
V3.
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(c) Encontre a matriz que representa 7' na base {v,v3}, formada pelos autovetores
encontrados acima.

(7) Suponha que \; e Ay sejam autovalores distintos e diferentes de zero de T : R? — R2.
Mostre que:

(a) Os autovetores v; e vy correspondentes sao LI
(b) T'(vq1) e T'(vq) sao LI.

(8) Determine os autovalores e autovetores das seguintes transformagoes lineares:

(a) T :R? - R? dada por T(z,y) = (v — y, x).
(b) T :R?® — R? dada por T(z,vy, 2) = (v, =2z — y, 2z + y + 22).
(c) T : Py(R) — P(R) dada por T'(az? + bx + ¢) = ax® + cx + .

' fa b\ 2c a+c
(d)T.MQ(R)%Mg(R)dadaporT(_c d_>__b—20 d 1

(e) T :R?* — R? dada por T(z,y) = (z + 2y, x).

' _a b_ __CL a+b
0 738 - 2@ dadpor (| ) = | 00T

(g) D: P(R) = P»(R), onde D é o operador derivada.

(9) Determine os autovalores e os autovetores dos seguintes operadores cujas matrizes na
base candnica sao:

wa-(33)

1 0 0
b)) A= -1 0 -2
1 1 3

(10) Determine T'(z,y, z) sabendo que T : R* — R? é um operador linear com autoespacos
associados aos autovalores A\; = 1 e \y = 3, dados por {(z,z +y,y) : z,y € R} e
{(0,x,2x) : = € R}, respectivamente.

(11) Os autovalores de um operador linear 7' : R® — R3 sdo Ay = 1, Ay =2 e A3 = —1, sendo
v = (1,1,1,), vo = (0,1,1) e v3 = (—1,1,0) os respectivos autovetores associados.
Determine T'(x,y, z).

(12) Seja T um operador cuja matriz na base canoénica é dada por

(57)
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(a) Determine o polindémio caracteristico de 7.
(b) Determine os autovalores de 7.

(¢) Determine os autovetores de 7.

(13) Seja T': R?* — R? o operador linear dado por

1 2 0
[T]g = 1 -1 0 )
-1 0 2

onde o = {(1,1,1),(0,1,0),(0,0,1)} é uma base de R3. Verifique se T' é diagonalizével.

(14) Verdadeiro ou falso: se T ¢ diagonalizavel e T' é isomorfismo, entdo 7! é diagonali-
zavel.

(15) Seja T : R? — R? o operador linear dado por T'(z,y) = (2 — 2y, —x + 3y). Determine
uma base de R? em relacao & qual a matriz do operador T ¢ diagonal.

(16) Sejam S e T operadores lineares tais que SoT =T o S. Seja A um autovalor de T’
e seja W o autoespacgo de T associado a A. Mostre que W é invariante sob S, isto é,
S(W)cWw.

(17) Mostre que se A € M,(R), entdao A e A" tém os mesmos autovalores.

(18) Quais dos operadores lineares do Exercicio 8 sao diagonalizaveis? Para os que forem
diagonalizaveis encontre sua matriz na forma diagonal.
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