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PREFACIO

O propdsito dessas notas de aula é fornecer um material de apoio sucinto e objetivo
para a disciplina de Algebra I que compoe a grade de disciplinas obrigatérias do curso de
licenciatura em matematica da Universidade Federal do Espirito Santo, campus de Alegre.
Sendo assim, o principal foco é cobrir todo contetido de tal disciplina.

Ressaltamos que para uma melhor compreensao do conteido e um aprofundamento maior
dos topicos aqui apresentados, o aluno devera, sempre que possivel, consultar as referéncias
bibliograficas indicadas.

Essas notas foram iniciadas apds a primeira experiéncia do autor ministrando, no segundo
semestre de 2019, a disciplina de Algebra II da grade antiga do curso cujo contetido continha
os tépicos da teoria de anéis presentes na disciplina de Algebra I. A necessidade mais imediata
dessas notas se deu devido a aprovagao de um semestre emergencial de ensino remoto na
UFES a partir de setembro de 2020 em funcao da pandemia causada pelo corona virus e que
impossibilitou a continuidade do ensino presencial.

E importante ressaltar ainda que este material estd em construgao, sendo apenas uma

primeira divulgacao emergencial, dado o momento atual de ensino remoto. Portanto, quais-
quer correcoes, sugestoes e comentarios serao bem recebidos.

Alegre, outubro de 2020.

Victor Martins



CONTEUDO PROGRAMATICO

Numeros inteiros: divisibilidade e congruéncias. Anéis: subanéis, ideais, anéis quocientes,
homomorfismo. Anéis de polinémios: o algoritmo da divisao, polindomios irredutiveis e ideais
mazximais, fatorizacao unica e critério de Fisenstein.
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INTRODUCAO

0.1 Sistemas de numeracao



CAPITULO 1

NUMEROS NATURAIS

1.1 Os axiomas de Peano

1.2 O principio da boa ordenacao e o axioma de indugao

1.3 Exercicios

(1) Mostre que nao existe nenhum nimero natural n tal que 1 <n < 2.

(2) Mostre que, dado um nimero natural n qualquer, ndo existe nenhum niimero natural
mtal quen <m <n+1.

(3) Mostre, por indugao, que:

() 1-242:3+3-44 . 4nn+1)=nFD0+2)

, para todo n € N;

(b) 1+ n < 2" para todon € N;
(c¢) 2™ < n!, para todon >4, n € N.

(4) Mostre, usando o Principio da Boa Ordenagiao (PBO), que:

n(n+1)

(a) 1+243+...+n= , para todo n € N;

(b) 14+ n < 2" para todon € N.



CAPITULO 2

NUMEROS INTEIROS

2.1 Principio do menor inteiro e inducao

2.1.1 Principio do menor inteiro
2.1.2 Primeiro principio de inducao
2.1.3 Segundo principio de indugao

2.1.4 Exercicios

(1) Encontre cotas inferiores, cotas superiores, o elemento minimo e o elemento maximo,
caso existam, para cada um dos conjuntos a seguir.

)
(b) B={z€Z: x>11}

(c) C={re€Z: <5}

) D={x€Z: > -8}

(e) E={xeZ;: 3 édivisor de a7}

(f) F={xzeZ}: 5 édivisorde z%}

(g) G={x€Z: x ¢émiltiplo positivo de 4}
(h) H={x €Z: z é miltiplo negativo de 6}

(2) Mostre que

1.2 2-3 nin+1) n+l




para todo n > 1.

(3) Verifique se as seguintes férmulas sao validas para n > 1.

(@) 5+9+134---+ (4n+1) = n(2n + 3);
5 nn+1)2n+1)

6 ;
n(n+1)>2
2

(b) 1+44+9+-+n

(c) 1+23—|—33+---+n3:<

(4) Uma progressao aritmética de razao r e termo inicial a; é uma sequéncia
a1,a9,...,0n, ...
em que a diferenca de dois termos consecutivos é sempre igual a r, isto é
Ay — Ap_1 =71, V0 > 2.
Considere uma progressao aritmética de razao r e termo inicial a;. Mostre que:

(a) a, = a3+ (n— 1)r;

(b) a soma S, dos n primeiros termos dessa progressao é dada por

n(a; +a
5, = M tan)
2
(5) Uma progressao geométrica de razao g # 1 e termo inicial a; é uma sequéncia

A1,09y...,0p, ...

em que o quociente de dois termos consecutivos é sempre igual a ¢, isto é

an

=q, Vn>2.
an—1

Considere uma progressao geométrica de razdo g # 1 e termo inicial a;. Mostre que:

(a) ap = a1qg" %

(b) a soma S, dos n primeiros termos dessa progressao é dada por
1—q"

Sy = :
aq 1 s

(6) Conjecture uma férmula para as expressoes a seguir e, em seguida, demonstre-a.
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()1-1—1 2 ! 1—%1—1—1 2 ! 1+1+1+1 2 !
a —_ = —_ — — —_ = —_ — — — —_ = —_ —
2 2’ 2 4 4’ 2 4 8 8
(by 1=1, 1-4=—-(1+2), 1-449=142+43, 1-4+9—-16=—(1+2+3+4).
7) (a) Seja A = b1 . Calcule A? e A3 para determinar uma possivel férmula para
01
A" n e N.
(b) Demonstre a férmula encontrada no item anterior por indugao.
|
(8) Se 0 < k < n, define-se o “coeficiente binomial” < Z ) por ( Z ) = k"(nn—k)' Mostre

que
(a) " ("M)=" 1 k#0,n (Relagao de Stifel)
k—1 k k ’ ’

(b) < Z ) é sempre um numero natural.

(9) Faga uma conjectura a respeito da soma

so=(6 )+ (1) (5) ot (n)omen

Prove sua conjectura.
(10) Seja F; o i-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci. Mostre que:
(a) i+ B+ +F=Fpn—1
(b) F1 + F3 + -+ +F2n_3 + FQn_l = an;
(c) o+ Fy+ -+ Fopg+ Fopy = Foppp g — 1.
(11) (Fuvest 1981) P é uma propriedade relativa aos nimeros naturais. Sabe-se que:

(i) P é verdadeira para o natural n = 10.
(ii) Se P é verdadeira para n, entdo P é verdadeira para 2n.

(iii) Se P ¢é verdadeira para n, n > 2, entdo P é verdadeira para n — 2.
Pode-se concluir que:

(a) P é verdadeira para todo natural n.
(b) P ¢é verdadeira somente para os nimeros naturais n, n > 10.

(c) P ¢é verdadeira para todos os niimeros naturais pares.
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(d) P é verdadeira somente para as poténcias de 2.

(e) P nao é verdadeira para os ntimeros impares.

(12) (Cespe - Abin 2010, Oficial Técnico de Inteligéncia, adaptado) Considere uma funcao
proposicional P(n) relativa aos niimeros inteiros nao negativos que satisfaga as seguintes
propriedades:

(i) P(3) é verdadeira;
(ii) se, para um ntmero inteiro nao negativo n, P(n) for verdadeira, entao P(n?)
também sera verdadeira;

(iii) se, para um nimero inteiro nao negativo n > 2, P(n) for verdadeira, entdo P(n—1)
também serd verdadeira.

Julgue os itens que se seguem, acerca de P(n) e suas propriedades.

(a) A fungdo proposicional “a raiz quadrada de n é um ntmero inteiro” nao pode ser
usada como exemplo para P(n).

(b) P(n) é verdadeira para todo inteiro nao negativo.
(13) Mostre que a fungdo proposicional
Pn):1+4+3+5+--+2n—1)=n">+3

satisfaz a segunda propriedade do Primeiro Principio de Indugao, mas nao satisfaz a
primeira propriedade, qualquer que seja a € N escolhido.

2.2 Divisao euclidiana

2.2.1 Exercicios

(1) Sejam a e b inteiros quaisquer. Mostre que:

a) se alb, entao al(—b);

(c
(d) se alb e a#0, entao |a| < |b].

(a)

(b) se alb e al(b+ ¢), entdo alc;
) se alb entdo a|rb para qualquer inteiro r;
)

(2) Mostre que, se a|(2z — 3y) e a|(4x — by), entao aly.

(3) Na divisao euclidiana do inteiro @ = 427 por um inteiro positivo b, o quociente é 12 e o
resto é r. Encontre os valores de b e 7.



Dé uma definicdo de nimero inteiro par e de nimero inteiro impar utilizando o
algoritmo da divisao.

Utilizando o algoritmo da divisdo, mostre as afirmagdes a seguir:

(a) A soma de dois inteiros pares é um inteiro par.
(b) A soma de dois inteiros impares é um inteiro par.

(c) A soma entre um inteiro par e um inteiro impar é um inteiro impar.

Utilizando indugao, mostre que 24|n(n? — 1)(3n + 2) para todo n natural.
Mostre que, para todo n € Ny temos:

(a) 7|2 = 1)
(b) 2[(3" = 1)

Mostre que o quadrado de qualquer niimero inteiro impar é da forma 8k + 1, com k
inteiro.

Mostre que, se m e n sdo inteiros fmpares, entao 8|(m? + n? — 2).
Seja a inteiro. Mostre que, na divisao de a? por 8, os restos possiveis sao 0,1 ou 4.

Determine os inteiros positivos que divididos por 17 deixam um resto igual ao quadrado
do quociente.

2

Se m e n forem inteiros impares, mostre que m? — n? é divisivel por 8.

Mostre que, para todo natural j, 107 pode ser escrito na forma 9b; + 1, para algum b,
natural.

Mostre que, para todo natural j, 107 pode ser escrito na forma 11¢; + (—1)7, para algum
c¢; natural.

Mostre que um nimero natural a = a,a,_1 ...aja¢ é divisivel por 11 se, e somente se,
a soma alternada dos seus algarismos

ap —ay +ag — -+ (=1)"a,
for divisivel por 11.
Enuncie e prove um critério de divisibilidade por 3.

Enuncie e prove um critério de divisibilidade por 5.
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(22)

(23)

Enuncie e prove um critério de divisibilidade por 4.
Mostre que todo inteiro impar pode ser escrito como diferenca de dois quadrados.
Mostre que, dados trés inteiros consecutivos, um deles é multiplo de 3.

Sejam a e b inteiros com b > 0. Mostre que, dentre os niimeros a,a+1,a+2,...,a+b—1,
um e apenas um deles é multiplo de b. Em outras palavras, um conjunto de b inteiros
consecutivos contém exatamente um miultiplo de b.

Sejam a,b e m inteiros com m # 0. Mostre que, se m|(b — a), entdo a e b deixam o
mesmo resto quando divididos por m.

Mostre que todo nimero com trés algarismos, todos eles iguais, ¢ divisivel por 37.

2.3 Numeros primos, MDC e MMC

2.3.1 Teorema fundamental da Aritmética

2.3.2 A procura de niimeros primos

2.3.3 Maximo divisor comum

2.3.4 Minimo maultiplo comum

2.3.5 Exercicios

(7)
(8)

Determine todos os niimeros primos p tais que 3p + 1 seja um quadrado perfeito.
Encontre todos os pares de primos p e ¢ tais que p — g = 3.

Calcule o menor nimero natural n parao qual n,n+1,n+2,n+3,n+4en-+>5sado
todos compostos.

Mostre que 7 é o tinico ntimero primo da forma n® — 1.

Mostre que todo ntimero primo que deixa resto 1 quando dividido por 3 também deixa
resto 1 quando dividido por 6.

Sejam aq, ..., a, numeros inteiros com n > 2, e p um nimero primo. Mostre que se
plaias - - - a,, entdo pla; para algum i.

Mostre que v/2 é irracional.

Mostre que se p for um nimero primo, entao /p ¢é irracional.
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(9) Seja a um numero natural, tal que a > 2. Considere a decomposigao em fatores primos
a=pi'py’ Py
em quen >1,r; > 1 paratodoi=1,...,n e os fatores primos p; sdo todos distintos.
(a) Mostre que todos os divisores b de a sdo da forma
b=pi'py P
em que 0 < s; <71, paratodoi=1,...n.

(b) Conclua que o nimero de divisores positivos de a (incluindo 1 e a) é dado pelo
produto

(ri+1)(re+1)---(r, +1).

(10) (a) Mostre que todo nimero natural impar é da forma 4k + 1 ou 4k — 1, em que k é
um inteiro positivo.

(b) Mostre que todo nimero da forma 4k — 1 tem pelo menos um fator primo da
mesma forma.

(c) Mostre que existem infinitos primos da forma 4n — 1.
(11) Mostre que se p for primo e p { a, entdo mdc(a,p) = 1.
(12) Utilize o algoritmo da divisdo para calcular d = mdc(a, b) e escrever d = ax + by, sendo:

(a) a =232 e b= 136;
(b) a =187 e b = 221;
(c) a=—25¢eb=>5;

Em seguida, calcule o minimo multiplo comum dos pares a e b dados.

(13) (a) Mostre que mdc(a,b) divide a — b.
(b) Mostre que mdc(a,b) = mde(a — b, b).

Mostre que dois inteiros consecutivos sao sempre primos entre si.

Mostre que, se existem x e y inteiros tais que ax + by = 1 entdao mdc(a,b) = 1.

(14)

(15)

(16) Se d = ax + by, é verdade que d = mdc(a, b)?

(17) Se d = mdc(a,b) e x e y sdo tais que ax + by = d, mostre que mde(x,y) = 1.
(18)

Mostre que mdc(a,b) = mdc(a, b+ ax) para todo inteiro z.

9



(19) Se mdc(n,6) = 1, mostre que 12|(n? — 1).

(20) O mdc entre dois niimeros inteiros positivos é 10 e o maior deles é 120. Determine
todos os inteiros que satisfazem essa condigao.

(21) Sejam a e b inteiros nao nulos e m > 0 um natural. Mostre que:

(a) mdc(ma, mb) = m - mdc(a, b);

(b) mmc(ma, mb) = m - mmc(a,b).

(22) Sejam a e b inteiros nao nulos tais que mde(a,b) = 1. Entdo, para todo inteiro m > 0,
mde(a™,b"™) = 1.

(23) (a) Mostre que, se a e b forem inteiros nao simultaneamente nulos, entdao o mdc(a, b)
¢ o menor elemento de

S={ar+by: x,y €Z, ar+ by > 0}.

(b) Mostre que mdc(a,b) é o tnico divisor comum de a e b que se escreve como
combinagao linear desses niimeros.

(24) Mostre que se r e s sdo inteiros positivos tais que mde(r, s) = mme(r, s) entdo r = s.

(25) Mostre que se r e s sdo inteiros, entao mde(r, s) sempre divide mme(r, s).

2.4 Equacgoes diofantinas

2.4.1 Exercicios

(1) Determine o menor inteiro positivo que deixa resto 16 e 27 quando dividido por 39 e
56, respectivamente.

(2) Ache a solugao geral e uma solugao positiva da equagao 12740z + 7260y = 60.

(3) Encontre a solugao geral, caso exista, das seguintes equagoes diofantinas lineares:

(a) 15z 427y = 1;
(b) 5z — 6y = —1;
(c) 15z — 5ly = 41;
(d) bz + 6y = 1;
(e) 20+ 3y =4

10



(4)

()

(6)

Uma caixa contém besouros e aranhas. Existem 46 patas na caixa. Quantas patas sao
dos besouros?

Divida 100 em 2 parcelas positivas, de modo que uma seja divisivel por 7 e a outra por
11.

Encontre todos os inteiros com a seguinte propriedade: quando divididos por 11 fornecem
resto 6 e divididos por 7 fornecem resto 3.

2.5 Congruéncias

2.5.1 Exercicios

(1)

(2)

)
)
(10)
)
)

(12

Seja m um inteiro nao nulo. Dados a,b,c € Z, mostre que se ac = bc(modm) e
mdc(c,m) = d, entao a = b(mod 7).

Sejam a, b inteiros quaisquer, e sejam m, d,r e s inteiros positivos. Mostre que:

e a = b(modm) e d|m, entdo a = b(mod d);

»n

se ra = rb(modm), entdo a = b(mod %);

(a)

(b) Se a =b(modr) e a =b(mod s), entdo a = b(mod mmc(r, s));
)
)

e ra = rb(modrm), entdo a = b(modm).

»n

Mostre que, se [a],, € Z, for inversivel, entao seu inverso é tinico.
Mostre que o produto de dois elementos inversiveis modulo m é um elemento inversivel.
Mostre que se [al,, * [¢]m = [b]m « [¢]m € [c]m for inversivel, entao [a],, = [b]m.

Mostre que, se p for um ntimero primo, entao todos os elementos nao nulos de 7Z, sao
inversiveis.

Suponha que a = b(modm) e ¢ = d(modm). Mostre que ax + cy = bx + dy(modm)
para quaisquer x,y € Z.

Mostre que, se a = b(modm), entdao a™ = b"(modm) para todo inteiro positivo n.
Se a = (72)% + (72)° 4 2, mostre que 7|a.

Demonstre o critério de divisibilidade por 11 usando congruéncias.

Ache o resto da divisao de a = 531 -2 (31)? por 7.

Resolva as congruéncias:
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(a) 3z = 3(modb);
(b) 3z = 1(mod6);
(¢) 3z = 3(mod6);

o

(13) Resolva a congruéncia r? = 4(mod 13).

(14) Mostre, por inducao, que 4" = 1 4 3n(mod9), se n for um inteiro positivo.

(15) Ache o tltimo algarismo dos ntimeros 9%° e 77"

(16) Mostre que 8 é um ntimero composto usando o Pequeno Teorema de Fermat.

(17) Mostre que 8 é um ntimero composto utilizando o Teorema de Wilson.

(18) Verifique que p = 341 satisfaz o Pequeno Teorema de Fermat para a = 2, mas 341 nao

é um numero primo.
(19) MOstre que 17 é um ntmero primo utilizando o Teorema de Wilson.

(20) Mostre que 19 é um nimero primo utilizando o Teorema de Wilson.

12



CAPITULO 3

ANEIS

A teoria de anéis é um dos principais assuntos dentro da dlgebra abstrata e sua nocao
abstrata foi introduzida na segunda década do século XX. O contetido que sera apresentado
neste capitulo tem por principal objetivo estabelecer uma sequéncia légica de estudos que
culminaria na importante contribuicao de Galois dentro da algebra, assim como feito em
[2]. Portanto, para mais detalhes sobre a teoria de anéis e a sequéncia légica de estudos
mencionada, sugerimos uma consulta a [1} 2], 4].

3.1 Primeiras definicoes

Seja A um conjunto nao vazio munido de duas operac¢oes que chamaremos de adi¢ao e
multiplicagao e denotaremos respectivamente por + e -:

+: AxA — A t AxA — A
(a,b) — a+b (a,b) > a - b.

Chamaremos o sistema (A, +,-) de anel se para quaisquer a,b,c € A forem satisfeitas as
seguintes propriedades:

(A1) Associatividade da adigao:
(a+b)+c=a+ (b+c).

(A2) Comutatividade da adigdo:
a+b=">b+a.

(A3) Existéncia do elemento neutro na adigao, isto é, existe um elemento chamado zero,
denotado por 0, tal que
a+0=04a=a.
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(A4) Existéncia do elemento inverso na adi¢ao: dado a € A, existe um elemento chamado
simétrico (ou oposto ou inverso aditivo) de a e denotado por (—a), tal que

a+(—a)=0.

(A5) Associatividade da multiplicacao:

(a-b)-c=a-(b-c).

(A6) Distributividade da multiplicagdo com relacao a adigao:

a-(b+c)=a-b+a-c e (b+c)-a=b-a+c-a.
Definicao 3.1 Seja (A, +,-) um anel.

o A € dito um anel com unidade se:
(A7) existe um elemento 1 € A, chamado unidade, tal que 0 £#1 ea-1=a=1"a,
para todo a € A;

e A ¢ dito um anel comutativo se:
(A8) para quaisquer a,b € A, a-b="b-a;

o A € dito um anel sem divisores de zero se:
(A9) para quaisquer a,b € A vale a implicagio a-b=0=a=0 oub=0;

o A € dito um dominio de integridade se A for um anel comutativo, com unidade e
sem divisores de zero;

o A ¢é dito um corpo se A for um anel comutativo com unidade e ainda for satisfeita a

sequinte propriedade:

(A10) para todo a € A, a # 0, existe x € A tal que a-x = 1. Neste caso, chamamos x

de inverso de a e o denotamos por a=' ou %
Observacao 3.1 Observe que todo corpo é um dominio de integridade. De fato, dado um
corpo A, pela definicio dada acima, para ser um dominio de integridade A deve satisfazer a
propriedade (A9). Assim, dados a,b € A tais que a-b =0 vamos supor que a seja diferente
de 0, dai pela propriedade (A10) existe a=' tal que a-a™' =1, logo

a-b=0=a'(a-b)=a'-0=(a'a) - b=0=b=0.
Portanto A é um dominio de integridade.

Exemplo 3.1 O conjunto Z dos numeros inteiros é um dominio de integridade.
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Exemplo 3.2 Dado n € N, considere o conjunto nZ = {nz: z € Z}.

Por exemplo

27 ={...,—6,—-4,-2,0,2,4,6,...}

€ o conjunto dos numeros pares.

e nZ € um anel comutativo para todo n > 1;
e nZ € um anel sem divisores de zero para todo n > 1;

e nZ nao possui unidade para todo n > 2.

Exemplo 3.3 Dadon € N, n > 2, considere o conjunto das classes dos inteiros modulo n
dado por Z, = {0,1,2,3,...,n—1}.

o 7y, € anel comutativo com unidade;

e sen nao é primo entao Z, possui divisores de zero. De fato, por n nao ser primo,
existem a,b € Z, 1 < a,b < n tais que a - b =n, logo

a-b=n=0
ea#0eb#0;

e sen € primo Z, € um corpo. De fato, se n é primo, seja a € Z com 1 < a < n.
Vamos mostrar que existe o inverso de a e como pegamos a um elemento qualquer de
Zy, teremos provado que Z,, € um corpo. Como n é primo, mdc(a,n) = 1, logo pelo
Teorema de Bezout, existem inteiros x,y tais que

ar+ny=1l=artny=1=a+my=1=az =1,
e dai x é o inverso de a.
Neste caso também vale a reciproca da afirmacgdo acima, isto €, se Z, € corpo entdo n é

primo. Suponha que n ndo fosse primo, isto €, existem a,b € Z , com 1 < a,b < n tais
quen =a-b. Dai

=0=a-b.

3
Q

S S

Como Z,, é corpo devemos ter a =0 ou b= 0, um absurdo jd que 1 < a,b < n.
Exemplo 3.4 Os conjuntos Q,R,C sao corpos.
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Exemplo 3.5 O conjunto Z[/2] = {a +bv/2 : a,b € Z} é um dominio de integridade, mas
ndo é um corpo. De fato, para qualquer a € 7, temos que a € Z[\/2], pois a = a + 0 - /2.
Vamos mostrar entio que qualquer elemento a € Z C Z[\/2], com a # 1 e a # 0 ndo possui

inverso multiplicativo em Z[/2]. Suponha por contradicio que dado a nessas condigoes, exista
x=0b +b/2€ Z[ﬂ] tal que a - x =1, dai teriamos

1
a(b1+ng/§):1:>abl+ab2\/§:1:>ablzl e aby=0=by,=0 e b =—,

mas % ¢ 7, logo © ndo pertenceria a Z[\/2]. Portanto Z[\/2] ndo é um corpo.

Em geral, se p é primo, Z[\/p| ¢ um dominio de integridade, mas ndo é corpo.

-

Exemplo 3.6 O conjunto Q[,/p] = {a+b\/p:a,b € Q} é um corpo para todo p primo. E
um corpo intermedidario entre Q e R, isto ¢,

QcQlvp] CcR.

Exemplo 3.7 O conjunto Z[i] = {a + bi : a,b € Z}, i = /—1 é um dominio de integridade
tal que Z C Z[i] C C.

Ja o conjunto Q[i] = {a+bi:a,b € Q} é um corpo tal que Q C Q[i] C C.

Note que R[i] = C.

Exemplo 3.8 Seja A = F(R) o conjunto das fungoes reais de uma varidvel real
A=FR)={f:R— R}

Definimos em A duas operagoes

+: Ax A — A
(f,9) — f+g,

dada por (f + g)(z) = f(z) + g(x), para todo v € R. E

t AxA — A
(fvg) '—>fgu

dada por (f - g)(z) = f(z) - g(x), para todo x € R. Note que a fung¢do constante zero é o
elemento neutro em relagdo a adi¢io de A, isto €, a fungdo

0Op: R — R
r — 0,
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¢ tal que f + 05 = f para todo f € A. Além disso, a fungdo constante 1 € o elemento unidade
de A, isto €, a fungdo
1f R — R
r — 1,
¢tal que f-15 = f =1y f para todo f € A. Com as operacoes definidas acima, A é um anel
comutativo com unidade, porém A ndo é um dominio de integridade, pois A possui divisores
de zero, isto €, existem f,g funcoes nao nulas em A tais que f-g = 0y. Por exemplo, dados

0, se <0 22, se <0
xXr) = e €Tr) =
/(@) {x, se >0 9(z) {0, se x >0.

Note que
0-2%, se x<0

(- )(a) ={ = 0

z-0, se >0

Logo A = F(R) é um anel comutativo com unidade e com divisores de zero.

Exemplo 3.9 (Anel dos quatérnios (Quat)) Considere o conjunto Quat = {a+ bi+cj+
dk : a,b,c,d € R} onde
P==k=-1

1-j=k, j-i=—k

j-k=1i k-j=—i

k-i=j; 1-k=—j.
Definimos as operacoes de adigdo e multiplicacio em Quat por

4+ Quat X Quat — Quat
(a+bi+cj+dk,d +Vi+dj+dk) — (a+d)+ O+V)i+ (c+)j+ (d+d)k,

Quat x Quat —> Quat
(a+bi+cj+dk,d +Vi+dj+dk)) — (ad =0 —cd —dd') + (ab' + ba' + cd' — dc')i+
(ad + ca’ +db — bd')j + (ad' + da’ + b’ — cb')k.

O elemento 0 = 04+0i+05+0k € o elemento neutro de Quat. E o elemento 1 = 1+0i+05+0k
¢ a unidade de Quat. Com isso, ¢ facil ver que Quat é um anel.

Como j-1 # i-7, Quat ndo é comutativo. Além disso, dado x = a+bi+cj+dk # 0, considere

a—bi —cj—dk
a?+ b2+ 2+ d?

Y= € Quat
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e entio x -y =1y -x = 1. Logo Quat € um anel nao comutativo com unidade sem divisores de
zero e todo elemento nao nulo possui inverso. Assim, Quat ndo € um corpo apenas porque
ndao € comutativo. Neste caso, dizemos que (Quat,+,-) é um anel de divisdo (ou corpo
nao comutativo).

Note que R C Quat e existem trés copias de C em Quat:

{a+bi:a,beR}, {a+cj:a,ceR} e {a+dk:a,deR}.

3.1.1 Subanéis

Sejam (A, +,-) um anel e B C A. Se (B, +, ) for um anel, dizemos que B é um subanel
de A, isto é, se B for um subconjunto de A que herda a estrutura de anel de A.

Proposicao 3.1 Sejam (A,+,-) um anel e B C A. Entdo B é um subanel de A se, e
somente se, as sequintes condicoes sao verificadas:

(i) 0 € B (o elemento neutro de A pertence a B);
(ii) v,y € B=x—y € B (B € fechado para a diferenca);
(iii) x,y € B=x-y € B (B € fechado para o produto).

Demonstracgio: E claro que se B é um subanel, as condicioes (i), (ii) e (iii) sio satisfeitas.
Reciprocamente, seja B C A satisfazendo (7), (i) e (iii) e vamos mostrar que B ¢ de fato,
subanel de A.

e B#1(), pois 0 € B por (i);
e se x € B entdo por (i) e (it) 0 —x = —x € B;

« se z,y € B, pelo item anterior e por (i), x — (—y) =z +y € B e B é fechado para a
adicao;

 por (ii7) B é fechado para a multiplicacao.

As demais propriedades sao herdadas de A e portanto B é um subanel de A. |

Se B é subanel de A denotamos B < A.
Exemplo 3.10 Sequem alguns exemplos de sequéncias de subanéis:

o Para todo n € N, nZ < 7 < Z[\/p|, para p primo;

« Para p primo, Q < Q[/p] <R < C < Quat;
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Exemplo 3.11 Z, nao é subanel de Zs, pois Zo nao € um subcojunto de Zs.

Exemplo 3.12 27 < 7Z, mas apesar de Z possuir unidade, 27 nao possui.

a 0
0 0

porém o elemento unidade de A e B sao distintos. De fato, sabemos que

(0 1)
(0 )ee

Mostremos que ( (1) 8 > ¢ a unidade de B. Com efeito,
a 0 ' 1 0y (a0
00 00/ \oo) °©
10 fa 0\ _ (a0
0 0 0oo0o/) \(00)’

Um subanel B de um corpo K que também é um corpo é dito um subcorpo de K.

Exemplo 3.13 Sejam A = My(R) e B = fa € R}. E fdcil ver que B < A,

¢ a unidade de A, mas € claro que

para todo a € R.

Exemplo 3.14 Q[,/p] é um subcorpo de R e Q[i] ¢ um subcorpo de C.

2

Proposigao 3.2 As dnicas solugoes da equagio x° = x em um dominio de integridade sao 0

el.

2

Demonstracgao: Seja x € D um dominio de integridade tal que z* = x. Dai

P=r=2"-1r=0=20r-1)=0=2=0 ou x=1.

Corolario 3.1 Seja D um dominio de integridade com unidade 1 e seja B < D com unidade
1. Entao1=1".
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Demonstracao: Por definicdo de unidade 1’ # 0. Além disso, 1’ é raiz de 2? = x, logo pela
proposicao anterior 1’ = 1. [ |

Definicao 3.2 Um dominio de integridade D € dito de caracteristica 0 se m =0 sempre
que ma =0 coma € D, a# 0. E dizemos que D tem caracteristica finita se existe a € D,
a # 0, tal que ma =0 para algum m € N ={1,2,...}. Dai, definimos a caracteristica de
D como sendo o menor inteiro positvo m tal que ma = 0 para algum a € D, a # 0.

Proposicao 3.3 Se D é um dominio de integridade e caracteristica de D € p, entdo p-x =0
para todo x € D.

Demonstragao: Se p é a caracteristica de D entao existe a # 0 em D tal que
p-a=0=(p-1)-a=0=p-1=0 ou a=0=p-1=0.

Dai, dado x € D
p-x=(p-1)-2=0-2=0.

Proposigao 3.4 A caracterisitca de um dominio de integridade D ou € zero ou € um nimero
PTIMO.

Demonstracao: Seja m a caracteristica de D e considere m # 0, logo devemos mostrar que
m € primo.

Suponha que m nao seja primo, isto é, m é composto, logo existem a,b € Z tais que
l1<a,b<mem=a-b Comom é a caracteristica de D, para todo x € D temos

m-zx=0=(a-b)-2=0=(a-1)(b-2)=0=a=a-1=0 ou b-z=0,

um absurdo, pois por um lado a # 0 e por outro, se tivéssemos b - x = 0 terfamos que b seria
a caracteristica de D, pois b < m. Portanto devemos ter m primo. [ ]

Definicao 3.3 Seja A um anel. Chamamos de centro de A o sequinte conjunto
Z(A)={zecA:x-y=y- -z, Vyec A}

Exemplo 3.15 O centro do conjunto dos nimero inteiros é Z(Z) = Z enquanto o centro do
anel dos quatérnios é Z(Quat) = R.
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Proposigao 3.5 Seja A um anel. O centro Z(A) de A é um subanel comutativo de A.
Demonstracgio: E claro que Z(A) C A por definicio.
e 0€ Z(A), pois0-z=0=uxz-0, para todo z € A;
e sejam a,b € Z(A), dal ay = ya e by = yb, para todo y € A. Entao
(a=bly =ay —by =ya—yb=yla—b) = (a—b) € Z(A);
e sejam a,b € Z(A), entao
(a-b)-y:a-M:(b~y)-a:b(y-a):y(a-b) = abe Z(A).

N——
€A cA

Portanto, Z(A) é subanel de A e ainda se a,b € Z(A) C Aentdo a-b=>b-a,logo Z(A) é
comutativo. ]

3.1.2 Exercicios

(1) Calcule os divisores de zero dos seguintes anéis: Zg, Zs, Zs.

(2) Seja f:Z — 7Z uma fungao tal que f(z+y) = f(z) + f(y) e f(z-y) = f(z) - f(y) para

quaisquer x e y em Z. Prove que ou f = Iz ou f =0 é a funcao constante zero.

(3) Seja f: Q — Q uma funcao tal que f(z+y) = f(x)+ f(y) e f(x-y) = f(z)- f(y) para

quaisquer x e y em QQ. Prove que ou f = I ou f = 0 é a funcao constante zero.

(4) Seja f : R — R uma funcao tal que f(z+y) = f(x)+ f(y) e f(z-y) = f(z)- f(y) para
quaisquer x e y em R. Prove que, se f é continua entdo ou f = Ig ou f =0 é a funcao
constante zero.

(5) Prove que se (A, +,+) é um anel qualquer entdo para quaisquer z,y € A sao validas as
seguintes propriedades:

(a) 0-z=2-0=0
(b) =(z-y)=(-2) - y=2-(-y)

c) Se existe 1 € A, entdo (—1) -z = —=z.

My(R) = {(CCL Z) :a,b,c,dER}

das matrizes reais 2 X 2 com as operagoes usuais de soma e produto de matrizes é um
anel com unidade nao comutativo e com divisores de zero.

(
(6) Mostre que o conjunto
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(7) Sejam p um ntmero primo e Z[/p] = {a + b\/p : a,b € Z}. Mostre que Z[,/p] com
soma e produto definidos por

(a+0byp) + (c+dyp)=(a+c)+ (b+d)/p
(a+by/p) - (c+ dy/p) = (ac+ pbd) + (bc + ad)\/p,

para quaisquer a, b, c,d € Z, ¢ um dominio de integridade.

(8) Mostre que o anel C[0, 1] das fungoes reais continuas definidas em [0, 1] possui divisores
de zero.

(9) Seja A um dominio de integridade e a,b,c € A. Prove que, se a # 0 e ab = ac entao
b=c.

(10) Sejam p um ndmero primo e

m
A= { € Q : mde(p,n) = 1}.
n
Mostre que A é um anel com as operacoes usuais de fracao.

11) Sejam D um dominio de integridade e a € D, a # 0. Mostre que a fungao ¢, : D — D
dada por ¢,(z) = a -z é injetiva. Em seguida, conclua que todo dominio de integridade
finito é um corpo.

(12) Seja A um anel tal que 2 = x para todo x € A. Mostre que A é um anel comutativo.

(13) Sejam A um anel, B um conjunto e f : B — A uma fungao bijetiva de B sobre A. Se
para cada x,y € B definimos

vy =f(f@)+f) e zy=F(f2) fy)

entao prove que:

(a) (B,+,-) é um anel.
(b) flz+y)=f(z)+ fly) e f(z-y) = f(z) f(y) para quaisquer z,y € B.
(14) Sejam (A, +,7) e (B, ®,®) anéis. Considere o conjunto
Ax B={(a,b):a€ Abe B},
com as operacoes de soma e produto definidas por
(a1,b1) + (az,b2) = (a1 +as, by & bo)
(ay,b1) - (az, be) = (ar-az, by @ bs).

Mostre que (A x B, +,-) é¢ um anel. Este anel ¢ chamado produto direto de A com B.
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(15) Prove que se definirmos no conjunto I(R) de todas as fungoes f : R — R a soma usual
de fungéo e considerarmos o produto dado por (g - f)(z) = g(f(z), entdo I(R) nao é
um anel.

(16) Seja {B;};en uma sequéncia de subanéis de um anel A. Prove que B = (] B; ¢ também
um subanel de A. <

(17) Seja {B;}ien uma sequéncia de subanéis de um anel A. Prove que, se B —0 C By C
...C B, C...entdo B = U B; é também um subanel de A.

iEeN

(18) Mostre que Zj3 nao é subanel de Zs.

(19) Sejam A um anel e a € A. Prove que B={zx € A: x-a=a-x} é um subanel de A.

(20) Sejam A um anel e a € A. Prove que B={z € A: x-a =0} é um subanel de A.

(21) Seja {K;}ien uma sequéncia de subcorpos de um corpo K. Prove que K = [ Kj ¢
também um subcorpo de K. Mostre também que a interseccao P de todos os suﬁ?orpos
de um corpo K é o menor subcorpo de K (P é chamado corpo primo de K).

(22) Calcule todos os subanéis de Zjs.

(23) Prove que se A é um anel de divisao entdo Z(A) o centro de A é um corpo.

(24) Seja (A, +,-) um anel com unidade 1 € A. Defina duas novas operagoes no conjunto A
usando as operagoes + e - de A por

abb=a+b+1, VabeA

a®b=a-b+a+0b, Va,beA

(a) Mostre que (A, ®,®) é um anel.
(b) Qual é o elemento zero de (A, ®,®)7
(¢) (A, ®,®) possui unidade? Qual?

(25) Mostre que o centro Z(M(R)) do anel das matrizes 2 X 2 com entradas reais ¢ o

conjunto
Z(MQ(R)):{<8 2) : aER}.
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3.2 Ideais

Seja A um anel e I C A um subanel de A. Dizemos que [ é um ideal a esquerda de
Asea-x €I, para todo a € A e para todo z € I (simbolicamente A - C I). Dizemos
ainda que I é um ideal a direita de A se x - a € I, para todo a € A e para todo x € [
(simbolicamente I - A C I). Se I é um ideal a esquerda e & direita simultaneamente, dizemos
que I é um ideal de A, isto é

A-Icl e I-ACLI
Observacio 3.2 E claro que, se A é um anel comutativo as definicées acima sio equivalentes.
Exemplo 3.16 Sejam A um anel e x1,2,...,x, € A. O conjunto
Az + Axg + -+ -+ Az, = {121 + agxg + -+ - + apz, - a; € A}
¢ um ideal a esquerda de A chamado de ideal a esquerda gerado por xi,xs,...,x, € A.

Se A é um anel, os conjuntos {0} e A sao ideais de A e sdo chamados ideais triviais de
A. Os ideais nao triviais de A sdo chamados ideais préprios de A.

Exemplo 3.17 Seja A = My(R) e considere os subanéis de A dados pelos conjuntos

P {(20) el ¢ {2 anen)

o [ ¢éideal a esquerda de A. De fato, dados < i ) €Ae ( (CI 0 ) e I temos

Q21 Q22 0
ann aiz \ [ a 0 _ [ ana +appc 0 cl= Al C I
aos1 G99 c 0 210 + a9oC 0

a b

o J € ideal a direita de A. De fato, dados ( G ) cAe ( 00

Q21 A22

a b\ (an an ) _ [ aain+baxn aaiz + bas cJ=JACJ
00 a1 a2 0 0

) € J temos

Proposicao 3.6 Os unicos ideais de A = Ms(R) sdo os triviais.

Demonstragao: Seja [ um ideal de A e assuma [ # {0}. Dal existe ( ZH 312 ) € I com
21 22

algum a;; # 0, 1 <17,5 < 2. Sejam

(10 (o1 (oo (00
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Sabemos que A-I ClTel-AcCI,dai

ap a2 (0 0
c2s <a21 Cl22> em2—<0 asm>€I

A, O
(0 a5m>€[’

para todos s,m, com 1 < s,m < 2. Se a, # 0 entdo existe (as, )", logo

(" W) (7 2)- (e

Assim, para todos a,b,c,d € R,

(fa) (o)

e portanto [ = A = M(R).

Logo

I
R
o9
Q, o
~——

m

~

Um anel é chamado anel simples se seus tinicos ideais sao os triviais.

Proposicao 3.7 Seja (A,+,-) um anel com unidade. Entdo I C A é um ideal (a esquerda)

de A se, e somente se, as sequintes condigoes sao verificadas:
(i) x+y € 1, para todos x,y € I.

(ii) ax € I, para todo x € I e para todo a € A.

Demonstracao: E claro que se I C A é ideal (& esquerda) entdo os itens (i) e (ii) seguem
direto da defini¢ao. Por outro lado, suponha vélidos os item (i) e (ii) e vamos mostrar que
I é ideal de A. Note que devemos mostrar apenas que I é subanel de A, ja que a outra

condicao é exatamente a hipdtese (it).

e como 0 € A, por (ii) 0=0-z € I;

e como 1l €A, —1¢€ A, daipor (i1) —y € [ sey € I, logo para x,y € I, por (i) temos

quez+ (—y)=z—ye€ I

e por fim, por (ii), z -y € I, para quaisquer z,y € I.
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Exemplo 3.18 Seja n > 0 um inteiro, dai nZ = {nz: z € Z} é um ideal de Z.

Exemplo 3.19 Determinagio de todos os ideais de (Z,+,-).

Ja sabemos que {0},Z e nZ, para todo n > 0 e n inteiro, sao ideais de Z. Mostremos que
todo ideal de Z é da forma nZ para algum inteiro n > 0.

Seja I um ideal qualquer de Z. Se I = {0}, entao I = 0Z. Suponha I # {0} e seja
n=min{zr €l: x>0} Comon¢€l el éideal entio

nzel, VzeZ=nZCI.

Agora seja h um elemento qualquer de I. Pelo algoritmo de FEuclides, existem q,r € 7 tais
que
h=n-qg+r, 0<r<n.

Como h eng € 1,
r=h-—nqel.

Mas n é o menor inteiro positivo de I, logo
rel e 0<r<n=r=0

e portanto h = qn, ou seja, h € nZ e como h é elemento qualquer de I, seque que I = nZ.

Definicao 3.4 Seja A um anel. Um ideal I C A € dito ideal principal a esquerda (a
direita) se existe o € A tal que [ = Aa (I = aA). Se I = aA = Aa, I € dito simplesmente
tdeal principal. Um dominio de integridade no qual todo ideal é principal é chamado
dominio principal.

Observe que nZ ¢ ideal principal de Z e pelo Exemplo vimos que Z é um dominio

principal.

Seja A um anel e I C A um ideal de A. Dizemos que [ é um ideal maximal em A se
I # A e os tnicos ideais de A contendo [ sdo [ e A, isto é,se J C A éideal e I C J entao
J=1oulJ=A.

Exemplo 3.20 Seja A = C[0,1] o anel das fungoes continuas f : [0,1] — R com as operagoes
usuais de adigio e multiplicacio de fungoes. Dessa forma A é um anel comutativo com
unidade. Dado b € [0, 1], considere

I={feA:f(b)=0).

Mostremos que I é um ideal mazximal de A:
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o [ éum ideal de A.
De fato, € claro que I C A por definicao e ainda:

(i) a fung¢io constante 0 pertence a I, pois anula b;

(i) sejam f,g € I, dai f(b) = 0 = g(b). Logo
(f=9)(b) = f() =g() =0-0=0=(f-g) € I;
(iii) sejam f € A eg € I, logo g(b) =0 e dai
(f - 9)(b) = f(b) - g(b) = f(b) -0 =0
e portanto (f - g) € I.
Entao I € um ideal de A.

o I é mazimal em A.
Seja J um ideal de A tal que I C J. Se I # J entao existe f € J tal que f ¢ I e dai
f(b) =t #0. Por abuso de notagao, seja t a fung¢io constante t, dai

h=f—tel,

pois h(b) = f(b) —t=t—t=0. Entaot =f—he J, pois feJ ehelCJ. Além
disso, a fungio constante t™1 € A e dai como J € ideal

tlt=1eJ

Logo, se 1 € J entdox =x-1€ J, para todo x € A e entao J = A e consequentemente
I é maximal em A.

Teorema 3.1 Seja (K, +,-) um anel comutativo com unidade 1 € K. Entdo as sequintes
condicoes sao equivalentes:

(i) K é um corpo;
(i) {0} € um ideal maximal em K;
(7ii) os tunicos ideais de K sao os triviais.
Demonstragao: (i) = (i) Sejam K um corpo e J ideal de K tal que {0} C J C K. Suponha

J # {0}, daf existe a € J, a # 0. Como K é corpo, a™! € Kedai 1 =a™'-a € J, logo
J =K. E portanto {0} é maximal em K.
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(i1) = (i77) E imediato, ja que se J # {0} fosse ideal préprio de K terfamos uma contradicio
ao fato de {0} ser maximal.

(7i1) = (i) Devemos mostrar que para todo a € K, a # 0, existe b € K tal que ab = 1.

Seja a # 0, a € K e defina I = Ka, o ideal gerado por a. E claro que, a = 1-a € I, logo
I # {0} e por hip6tese K s6 possui ideais triviais, entdo I = K. Logo 1 € I e entdo existe
beKtal quel=10-a. [ ]

3.2.1 Anel quociente
Sejam A um anel qualquer e J um ideal de A. Defina a seguinte relacdo em A
r,y € A,x =y(modJ) < x—y € J

A relagao x = y(modJ) é lida da seguinte maneira "z é congruente a y médulo J. Mostremos
que a relacao definida é uma relacao de equivaléncia em A. De fato, sejam z,y, 2z € A.

(i) Reflexividade
O=x—2x¢€J=2=z(modl),

(ii) Simetria
r=ylmod))=zr—yeJ=—(r—y)=y—zeJ=y=x(modl);
(iii) Transitividade
x=y(modJ) e y = z(modJ) = x—y,y—z € J = x—y+(y—z2) = x—2 € J = x = z(modJ).

Se x € A, entao
T={yeA: y=ax(modl)}

¢ a classe de equivaléncia do elemento x € A relativamente a relagdo = (modJ). Note
que, se y € T entao

y—reJ=y—xrx=jj€J=>y=c+7j5€J
Por isso, também denotamos a classe de x por
T=zx+J={x+z: z€ J}.
Chamaremos de conjunto quociente de A pelo ideal J o conjunto das classes de equiva-
léncia 4

jz{T:x—i-J: r e A}
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Proposicao 3.8 Sejam A um anel e J um ideal de A. Se v = 2'(modJ) e y = y'(modJ)
entao:
(a) @ +y = (@' +y')(mod]);
(b) x-y= (2" y)(modJ).
Demonstracgao:
(a) Por hipétese (x — ') € Je (y—y') € J, dai
rty—@+y)=(@-2)+Wy-y) el

(b) Por hipétese temos
r=2'(mod])=>zx=2"+j, p€J e

Y Ey/(mOdJ) :>y:y'—|—j2, Jo € J.

Dai
zoy—a -y =@+ 1)y +52) -2y =2 ja+ 11y + j1j2 € J.
|
Corolario 3.2 Sejam A um anel e J um ideal de A. Se T =1" ey =1 entdo
(o) T4y =2"+y;
(b) T=y=a-y.
Teorema 3.2 Sejam A um anel e J um ideal de A. Se T =z +J e = {Z: © € A}, entao
(a)
LAA A A A4
J o J J € S J 0 J J
(T.7) — THy=T+y (T.9) — T y=Ty

definem duas operagoes (adigao e multiplicagcao) em 7
A , .
(b) <J,+, ) ¢ um anel (chamado anel quociente de A por J);

(c) se 1 é a unidade de A entio 1 é a unidade de 7
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I

(d) se A é comutativo entdo — é comutativo.

J

Demonstragao:

(a) Pelo corolario anterior as operagdes +, e - estdao bem definidas no conjunto 7;

(b) As propriedades de anel seguem de maneira simples das definigoes de + e - dadas no
item (a);

A
(c) Dado 7 € - temos

rTY=T-Yy=y-r=9y-7x,
. __ A
para quaisquer T,7 € 7
|
Teorema 3.3 Seja A um anel comutativo com unidade 1 € A e J um ideal de A. Entdo
, : . A
J € um ideal maximal em A < 7 € um corpo.
Demonstragao:
_ - A
Sejam J um ideal maximal de A e @ € 7= {0}. Devemos mostrar que existe b € i tal
quea-b=1.

Note que L = Aa é ideal de A nao nulo, pois 1-a =a € L. Dai
J+L={x+y: ze€Jyel}

é um ideal de A que contém J e ainda J+ L # J, poisa € L C J+ Lea#0,logoa ¢ J.
Como J é maximal segue entao que

J+L=A.
Dail e J+ L e entao existem j € J e { € L tais que
1=j+¢
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Mas se ¢ € L = Aa, existe b € A tal que ¢ = ba. Entao
l=j+ba=T1=j+ba=j+ba=0+ba=0-a.

__ A _ _ -
Reciprocamente, suponha que Wi seja um corpo, dai 0,1 € — e 0 # 1. Entao 1 ¢ J, pois do
contrario, terfamos 1 = 0. Dai J # A. Seja M # J ideal de A tal que J C M C A, assim,
A

— - A
existe a € M, a ¢ J,isto é,a#0,a € " Comojécorpo, existebéjtalque
ab =1,
isto é,
ab=1(modJ) < ab—1€J <3 jeJ talque ab—1=j.

Logo1=ab—j Masa € M,daiabe M eaindaje JC M. Entaol =ab—j€ M e
M = A. Portanto J é ideal maximal em A. [ ]

Exemplo 3.21 O anel quociente dos inteiros modulo n é

/7
Z,=-—=1{0,1,....,n—1}.
=1 n—1}

3.2.2 Exercicios
(1) Mostre que a intersec¢ao de ideais de um anel A é também um ideal de A.

(2) Seja {I,,}nen uma familia de ideais de um anel A. Mostre que, se Jo C J; C ... C J, C
...entao J = U J, € um ideal de A.

neN

(3) Seja A um anel e a € A. Mostre que I = {z € A:x-a =0} é um ideal a esquerda de
A.

(4) Sejam I e J ideais de um anel A. Mostre que [ +J ={z+y: x €1, y € J} éum
ideal de A.

(5) Seja I um ideal a esqeurda e J um ideal & direita do anel A. Mostre que
I-J:{in-yi: neNuz, el y €J}
i=1

é um ideal de A.

(6) Seja (I,+,-) um ideal de um anel (A, +,-) com elemento unidade 1. Mostre que:
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(7)

(8)

(10)

(11)

(a) Se 1l eI, entao I = A.
(b) Se a € A é inversivel e a € I, entdo [ = A.

Sejam (I,+,-) e (J,+, ") ideais de um anel (A, +, ) tais que I N J = {0}. Mostre que
a-b =0, quaisquer que sejam a € [ e b € J.

Seja [ um ideal do anel A e a € A um elemento fixado. Mostre que o conjunto
(I,ay={i+ra: i€l e reA}
é um ideal de A.

Sejam A um anel comutativo e N = {x € A: 2" =0, paraalgum n € N\ {0}}.
Mostre que N é um ideal de A (N é chamado de radical de A). Além disso, mostre
que se T € N e 2" = 0 para algum inteiro n > 1 entdo z = 0. (Sugestao: Prove que se

™ € N para algum inteiro n > 1 entdo = € N.)

Seja n um inteiro positivo que nao é primo. Mostre que o anel (Z’ +, ) nao é um
n

dominio de integridade.

Seja A um anel comutativo com unidade 1 € A, e seja P um ideal de A. Dizemos que
P é um ideal primo de A se P # A e para todos z,y € A, sex-y € Pentaox € P
ou y € P. Mostre que:

(a) P é um ideal primo de A se e somente se 2 ¢ um dominio de integridade.

(b) os tnicos ideias primos de Z sao {0} e os ideais principais p - Z, onde p é um
nimero primo.

(c) se P é um ideal maximal de A entdo P é um ideal primo de A.

Seja A = C[0, 1] o anel das fun¢oes reais continuas (com as operagoes usuais de soma e
produto de fungdes) definidas no intervalo [0, 1]. Mostre que, se M é um ideal maximal
de A entdo existe a € [0,1] tal que

M={feA: fla)=0).

3.3 Homomorfismos de anéis

Sejam A e B dois anéis. Uma aplicagao f: A — B é um homomorfismo de A em B

se satisfaz
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(i) f(z+y) = f(z)+ f(y), para todos z,y € A;
(ii) f(z-y) = f(z)- f(y), para todos z,y € A.
Exemplo 3.22 Sejam A e B anéis. A aplicacao

f: A — B
a — f(a)=0

¢ um homomorfismo chamado homomorfismo nulo.

Exemplo 3.23 Seja A um anel. A aplicagdo

Iy A — A
a — Is(a)=a

¢ um homomorfismo chamado homomorfismo identidade de A.

Exemplo 3.24 Sejam A um anel e J um ideal de A. A projegdo candnica

€ tal que

isto €, w € um homomorfismo.

Exemplo 3.25 Seja A um anel com unidade 14. Para todon € Z, n > 0 defina:

f: z — A
n »—)f(n):1A+1A+—|—1A

“n s f(=n) = (—1a) o (—1a) e+ (= 1a).

n vezes

Definido assim, f é um homomorfismo de anéis.

Proposigao 3.9 Sejam A e B anéis e f: A — B um homomorfismo. Entao

(a) f(04) = 0g;
(b) f(—a) =—f(a), para todo a € A;
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(c) se A e B sao dominios de integridade entao ou f € a func¢io constante zero ou f(1,) =
]-B;

(d) se A e B sdo corpos entao ou f € a fungao constante zero ou f € injetiva.
Demonstragao:

(a) Temos
f(04) = f(0a+04) = f(04) + f(04) =

F(04) = f(04) = f(04) + f(04) = f(04) = 0p = f(0a).

(b) Seja a € A, pelo item (a) temos
Op = f(04) = f(a—a) = f(a) + f(—a) =

Op — f(a) = f(a) = f(a) + f(=a) = = f(a) = f(—a).

(¢c) Dado a € A, f(a) = f(a-14) = f(a)- f(14). Em particular,
f1a) = f(1a)f(1a) = f(La)(1e — f(1a)) = O,
daf, como B ¢ domfnio de integridade
f(1a) =0 = f(a) =0, Va€ A

ou
g — f(1a) =0 = f(14) = 1p.

(d) Suponha que f nao seja a fungdo constante zero e considere aj,as € A tais que

f(a1) = f(ag). Dai
fla1) — f(az) = 0p = f(a1 — az) = Op.
Se a; — ay # 0, como A é corpo, existe x € A tal que (a; — ag) - * = 1. Entao
flay —ag) - f(2) = f(1a) = 18,
mas por outro lado
flar = az) = 0p = f(a1 — a2) - f(z) = 0,
um absurdo, pois Og # 1g. Portanto a; = as e f é injetiva.
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Se f: A — B é um homomorfismo bijetor dizemos que f é um isomorfismo. Neste
caso, dizemos que A e B sao isomorfos e denotamos por A ~ B.

Se f: A— A éum homomorfismo de A em A, ele é dito um endomorfismo de A. E se
f+A— Aéum isomorfismo de A em A, ele é dito um automorfismo de A. Vamos denotar
os conjuntos de endomorfismos e automorfismos de A respectivamente, por:

End(A)={f:A— A: f éendomorfismo} e
Aut(A) ={f: A— A: f ¢éautomorfismo}.
Exemplo 3.26 Aut(Z) = {Iz}.
Exemplo 3.27 Aut(Q) = {lp}.

Exemplo 3.28 Seja D = Z[\/p|, para algum primo p. Vamos determinar Aut(D).
Sabemos que D € um dominio de integridade, dai pelo item (c) da Proposi¢io se
f € Aut(D) entao f(1) = 1. Logo f(z) = x, para todo x € Z. Assim, se f € Aut(D) e
T +yy/p € um elemento qualquer de D, temos

fx+yyp) =2 +yf(\/p)

Agora note que

(VP =p=f(VD)") = f(p) = f(VD) F (VD) = f(0) =p= f(\D) =P ou [f(VP)=—VP

No primeiro caso f é o homomorfismo identidade, enquanto no sequndo caso temos

flx+yy/p) =2 —yyp, YVa,yel

Portanto
Aut(D) ={Ip,c},

onde
olx+yyp) = —yp, Va,yel

Proposigao 3.10 Aut(R) = {Ir}.

Demonstragao: Como R é corpo, f(1) =1 e dai f(m) = m, para todo m € Z. Agora sejam
a, b inteiros nao nulos tais que mdc(a,b) = 1 e note que

s )0 () =01 () =1 () -
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()= 1o3) =05 ()%

portanto f(x) = x, para todo € Q. Mostremos agora que f preserva a ordem em R, isto é,

r<y= f(r) < f(y)

De fato,

r<y=y—z>0=>y—z=ca? paraalgum o €R,

entao
Fy) = f(@) = fly—=2) = [(e®) = f(a) - fla) = (f())* > 0= f(y) > f(=).
Dado z € R, considere {r, },>1 € {s,}n>1 sequéncias de racionais tais que

T <r <S8y VnmeN e xr=limr,= lim s,.
n—oo m—0o0

Assim,
rn = f(ra) < f(2) < f(sm) = 5m, Vn,meN.
Logo, pelo teorema do confronto, f(z) = lim 7, =, isto 6, f = Ip. -

3.3.1 Nucleo e imagem de um homomorfismo

Sejam A e B anéis e f : A — B um homomorfismo entre esses anéis. Chamamos de
nucleo de f o conjunto definido por

ker(f):={a€ A: f(a) =0} C A.
E chamamos de imagem de f o conjunto definido por
Im(f):={f(a): a€ A} C B.
E um exercicio relativamente simples mostrar a seguinte proposi¢ao:

Proposigao 3.11 Seja f: A — B um homomorfismo de anéis. Entdo
(i) Im(f) € um subanel de B;
(ii) ker(f) é um ideal de A;

(iii) f € injetivo se e somente se ker(f) ={0}.
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Teorema 3.4 (Teorema do Homomorfismo) Seja f : A — B um homomorfismo de

A
anéis, entdo os anéis Fer(F) e Im(f) sao isomorfos.
Demonstracgao: Defina
A
: 1

a > ¢(a) = f(a).

- A
e ¢ estd bem definida e é injetora. De fato, dados @,b € ———— temos

Fer(f)
a=0b< a=b(mod(ker(f))) & a—be ker(f) < fla—b) =0« f(a) = f(b) & ¢@) =

o ¢ claro que ¢ é sobrejetora, pois para f(a) € Im(f), basta tomarmos @ € ]m’éz 7 ° dai
¢(@) = f(a);
« ¢ é homomorfismo. De fato, para @,b € kef( %
¢(@+0) = ¢(a+0b) = fla+b) = fla)+ f(b) = d(@) + ¢(b) e
¢@+-b) = ¢(a-b) = f(a-b) = f(a) - f(b) = &(@) - $(b).
Logo ¢ é um isomorfismo e daf kef( 7= Im(f). n

Exemplo 3.29 Sejam A = C[0,1] = {f : [0,1] — R; f ¢é continua} e I = {f € A :
f(0) =0}. Jd sabemos do Exemplo que I € ideal maximal em A, logo pelo Teorema[3.5
A A

T € um corpo. Mostremos que T ~ R.

Dado a € R, denotaremos por f, a fungdo constante a, isto €,

fa: [0,1] — R
r > fo(r)=a.

Defina
R

p: A —
[ o(f) = £(0).

e ¢ ¢ homomorfismo:
o(f+9)=(f+9)0)
o(f-9)=(f-9)(0)

f(0) 4+ g(0) = &(f) + &(9),
f(0) - g(0) = o(f) - o(9);
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« ker(f)={feA: o(f)=0}={feA: f(0)=0}=1;
o ¢ € sobrejetora, isto €, Im(¢) = R. De fato, dado a € R, ¢(f,) = f.(0) = a.

Portanto, pelo Teorema do Homomorfismo

A
— ~R.
I

3.3.2 Exercicios

(1) Sejam f: A— Beg:B — C homomorfismos de anéis. Mostre que go f: A — C é
um homorfismo do anel A em C.

(2) Seja f: A — B um homomorfismo de anéis. Mostre que:

(a) Im f é um subanel de B;
(b) Ker f é um ideal de A;
(c) f é injetivo se e somente se Ker f = {0}.

(3) Calcule End(Z[i]) e Aut(|Q[i]).

(4) Mostre que f : C — Ms(R) dada por

f(a+bi):<z _ab>

¢ um monomorfismo de anéis, isto é, ¢ um homomorfismo injetivo.

(5) Sejam A ={a+b/—2: a,b € Q} e B= M(Q). Mostre que f: A — B dada por
fla+by—-2) = < Z _jb ) ¢ um homomorfismo. f é isomorfismo? Justifique.

(6) Prove que os anéis 27Z e 3Z nao sao isomorfos.

(7) Seja A um anel. Mostre que

(a) se f,g € End(A) entao (f+g) € End(A), onde (f+g)(z) = f(z)+g(x), Vze A
(b) se f,g € End(A) entao (f - g) € End(A), onde (f - g)(z) = f(g9(z)), Vze A
(¢) (End(A), +,-) é um anel com as operagoes definidas em (a) e (b).

(8) Sejam A e B anéis. Defina + e - no conjunto A x B = {(a,b) : a € A,b € B} de modo
que A x B seja um anel com essas operagoes.
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(9) Se A x B é o anel definido no exercicio anterior. Prove que

m:AxB — A m:AXB — B
(a,b) — a (a,b) — b

sao epimorfismos, isto é, homomorfismos sobrejetivos. Calcule os ntcleos de 7 e 7.

(10) Seja f : A — B um homomorfismo e J um ideal de B. Prove que

f()={acA: fla) € J}
¢ um ideal de A.
(11) Seja F': C[0,1] — R definida por F(f) = f(3), para todo f € C[0,1].

(a) Prove que F' é um homomorfismo.

(b) Calcule ImF e Ker (F).

Cl0,1
(¢) Identifique o anel Ke[r’(l*l)'
ejam A e B anéis, ¢ : A — B um homomorfismo de anéis e I um ideal do anel A.
12) Sejam A e B anéi A— B h fi d dis e [ ideal d 1 A
Defina a funcao

h - 4 — B

1 F{)
a+1 — fla)+ f(I).
Mostre que h é um isomorfismo entre os anéis A e B
I f(I)

(13) Seja A um anel com unidade 1 € A. E seja e € A, e # 0 tal que > = e (e
diz-se um elemento idempotente de A). Se Ay = A-e ={a-e: a € A} e se
Ay=A-(1—e)={a—a-e: a€ A}, entdo mostre que:

(a) Ay e Ay s@o subanéis de A tais que A1 N Ay = {0}.
(b) A= A; @ A, (isto é, para todo a € A, existem tnicos elementos a; € Ay e ag € Ay

tais que a = a1 + ag).

(14) Seja A um anel com unidade 1 € A e sejam ey, es,...,6, € A\ {0} idempotentes
de Ataisque 1 =e;+...+e,, €€, =0set# 35,1 <17 <n. Mostre que, se
Ai=A-e;={a-e;: a€ A} entdo A=A, ®...® A, (isto é, para todo a € A, existem
tnicos elementos a; € A;, i =1,...,n, tais que a = a; + ... + ay,).
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CAPITULO 4

POLINOMIOS

4.1 Polindbmios com coeficientes em anéis

Seja A um anel e considere Ny = NU {0}. Chamamos de polindmio sobre A (ou
polindmio com coeficientes em A) em uma indeterminada x uma expressao do tipo

p(@:a0+a1x+a2x2+---+amxm+...,

onde a; € A e existe n € Ny tal que a; = 0 para todo j > n. Os elementos a; sao chamados
os coeficientes do polindmio p(z) para todo 0 < j < n e o coeficiente ay é chamado ainda
de termo constante de p(x).

Sep(z) =040z +---+0x™+--- indicaremos p(x) simplesmente por 0 e o chamaremos
de polindmio identicamente nulo sobre A, isto é, a; = 0 para todo j € Ny. E para a € A,
chamamos o polinémio p(x) = a de polinémio constante a.

Dizemos que dois polindmios p(z) = ag + a1x + asx® + -+ + apx™ + -+ e q(x) =
bo + b1z + box? + - - + bya® + - - - sobre A sdo iguais se, e somente se a; = b; em A, para todo
J € Np.

Se p(z) = ap + a1z + agx® + -+ + a,a™ + -+ é tal que a, # 0 e a; = 0 para todo
j > n dizemos que n é o grau do polinémio p(x) e, neste caso escrevemos p(x) =
ap + a1 + asx? + - - + a,z" e denotamos o grau de p(z) por gr(p(z)) = n.

Denotaremos por A[z]| o conjunto de todos os polindmios com coeficientes em A em uma
indeterminada z, isto é,

Alz] ={ao+ a1z + agz® + -+ + a2 : a; € A, 0<j<n, neNy}
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Se identificarmos os elementos a € A com os polindmios constantes p(x) = a podemos pensar
em A[z] contendo uma cépia de A e muitas vezes por abuso de notagdo escreveremos e
usaremos A C Alx].

Observe que o grau do polindémio nulo nao estd definido, porém os graus dos demais
polindémios estdo bem definidos e podemos interpretar o grau como um funcgao

0: Alz] —{0} — Ny
p(z) > O(p(z)) = gr(p(z)).

Se p(x) é um polindémio de grau n, chamamos a,, de coeficiente lider e se a,, = 1 o polinémio
¢ chamado de polindmio ménico.

Exemplo 4.1 p(z) = % + 22 + ot + /325, q(x) = %, f(z) =z sao exemplos de polinomios
em R[zx].

Exemplo 4.2 p(z) = =2+ 3z + 42" — 32'2, q(x) = . + 2 + 23 sdo exemplos de polinomios
em Zx].

Exemplo 4.3 Os polinomios h(x) = —1 + 2z + 3a* + 25 e f(z) = 14 2z + s2* + 2° de
Q[z] nao sao iguais, pois os termos constantes dos dois polindmios sao dzferentes portanto

W) # f(x).

Exemplo 4.4 Os polinomios q(z) = 3, p(x) =z +2*> — 2 e f(x) = 1 — 2° de Z[z] tém,
respectivamente, graus gr(q(x)) =0, gr(p(xz)) =3 e gr(f(x)) = 5.

Note que, para p(z) € Alz], temos gr(p(x) = 0 se, e somente se, p(x) =a # 0, a € A.

Utilizando as operacoes de adlgao e multlphcagao do anel A podemos definir a adicéo e

multiplicagdo em Alz]. Sejam p(x Z a;z’ e q(x Z b;z? polindmios em A[z], definimos
7=0
a adigao destes polindmios como Segue

p(a) +q(z) =) cja,
=0
onde ¢; = a; + b, para 0 < j < n. Observe que segue direto da definicao de adicao que

gr(p(z) + q(r)) < max{gr(p(x)),gr(q(z))}, V p(z),q(r) € Alx] —{0}.

Exemplo 4.5 Sejam p(x) = 2 + 3z — 2? — 52 e q(x) = —3z + 42% + 32* — 2° polinémios
em Zlx|. Entdo

p(x)+q(x)=2+0)+ B+ (=3)z+ (=1 +4)2° 4+ (0+0)2® + (=5 + 3)z* + (04 (=1))2°
=2+ 3722 — 224 — 2P,
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Sejam p(x) = Zajxj eq
=0

destes polindmios como segue

(x) = Z b;z’ polindmios em A[z], definimos a multiplicagio

Jj=0

n+m

p(z) - q(x) = Z_% cja’,

onde
Cozao'bo
c1=ag by +ap-by
ngao'b2+a1b1+a2'bo

=3

Atp=j

Crnim = Qp - by

Exemplo 4.6 Sejam p(z) =2+ x — 22? e q(x) = —1 + 3z polindmios em Z|x], entdo

p(x) qx) =2 (1) +(2-3+1-(=1))a+ (1-3+(=2)- (=1))2® + (—2-3)2®
= —2+ 5z + 5a® — 62°.
Como consequéncia das propriedades de adicao e multiplicacao do anel A temos a

seguinte proposicao:
Proposigao 4.1 Seja A um anel comutativo com unidade 1.

(i) A adicio e multiplicagio em Alz| tém as sequintes propriedades, para quaisquer
p(z),q(x), h(z) em Alz]:

o Associativa

(p(x) +q(z)) + h(x) = p(x) + (q(x) + h(z)) €

(p(z) - q(z)) - h(x) = p(x) - (q(x) - h(x));

o Comutativa

p(x) +q(r) = q(z) +p(x) e

p(x) - q(x) = q(x) - p(w);

o Distributiva

p(x) - (q(x) + h(x)) = p(x) - q(z) + p(x) - h(z);
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o Existéncia do elemento neutro da adi¢io. O polindmio nulo € tal que p(x)+0 = p(x)
qualquer que seja p(x) € Alx];

o Euxisténcia do simétrico. Dado p(x) = ag + a1z + - - - a,z™ € Alx|, o simétrico de

n.

p(x)é o polinomio —p(x) = (—ap) + (—a1)x + -+ + (—a,)x™;
o FEzisténcia do elemento neutro da multiplicacao. O polinomio constante 1 € tal que
p(z) -1 =p(x) qualquer que seja p(z) € Alx].

Portanto Alz| € um anel comutativo com unidade.

(it) Se D é um dominio de integridade entao D|x] é um dominio de integridade. Em
particular, se K é um corpo, K[z] é um dominio de integridade.

Assim, se p(z) e ¢(x) sdo polindémios nao nulos em Dz], onde D é um dominio de
integridade e com coeficientes lideres a,, e b,,, respectivamente, entdo o polinémio p(z) - q(z)
tem coeficiente lider a,, - b,, e portanto

gr(p(x) - q(x)) = gr(p(z)) + gr(q(x)).

Na proposicao anterior vimos que a natureza algébrica de A nos da informagoes sobre a
estrutura de A[z], logo poderiamos esperar que se K é um corpo entao K[z| também deveria
ser um corpo. Isso ndo ocorre como veremos na proposi¢ao a seguir. Portanto o que temos
para este caso é o que ja foi enunciado no item (i7) da proposigao anterior: se K é corpo,
K[z] é um dominio de integridade.

Proposicao 4.2 Seja K um corpo. Os dnicos polinémios invertiveis em K[z] sao os polino-
mios constantes nao nulos.

Demonstragao: Seja p(x) # 0 um polinémio em Klz| que possua inverso multiplicativo
q(z) € K[z]. Dai
p(z) -q(z) = 1.

Analisando o grau do produto e sabendo que K[z] é um dominio de integridade temos

gr(p(z)) + gr(q(z)) = gr(p(x) - q(z)) = gr(1) = 0= gr(p(x)) =0 e gr(q(z)) =0.

Portanto p(x) deve ser um polinémio constante nao nulo. |

4.2 Algoritmo da divisao

No que segue, a menos que mencionemos o contrario, estaremos considerando o anel de
polinémios K[x] sobre um corpo K, que ja sabemos ser um dominio de integridade. Muitos
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dos resultados que veremos podem ser adaptados considerando o anel de polindémios A[z]
com A sendo um dominio de integridade. No entanto, na maioria teriamos que considerar
polinémios com coeficientes lideres invertiveis. Para evitarmos esse trabalho utilizaremos o
corpo K onde sabemos que todos os elementos nao nulos sao invertiveis.

Iniciaremos nossa discussao com a introdugao do conceito de divisibilidade em Klz].
Dados p(z) e q(z) € K]z], se existe h(z) € K[z] tal que p(z) = ¢(x) - h(z), dizemos que p(z)
¢ multiplo de ¢(x). Nesse caso, se q(z) # 0 dizemos que ¢(x) divide p(z) ou que ¢(z) é um
divisor de p(z) e escrevemos q(z)|p(x).

Teorema 4.1 (Algoritmo da divisdo) Sejam f(x),g(x) € K[z] e g(x) # 0. Entdo exis-
tem tunicos q(x),r(z) € K[x] tais que

f(x) = q(x) - g(x) +r(z),
onde ou r(x) =0 ou gr(r(x)) < gr(g(z)).
Demonstragao: Sejam f(z) = ag+az+---+a,z" e g(x) = bg+b1x+- - -+ b, 2™ polindémios
em KJ[z], com gr(g(z)) = m.
» Existéncia:
Se f(z) = 0, basta tomar ¢(z) = r(x) = 0. Suponha entdao f(z) # 0 de grau
gr(f(z)) = n.

Se n < m basta tomar ¢(z) =0 e r(z) = f(z).

) =
g(z)

Se n > m, mostremos o teorema por indugao sobre gr(f(z
n > m devemos ter m = 0 e portanto f(z) = ag # 0,
f(z) = agby*g(x), dai basta tomar g(x) = agby" e r(z) = 0.

n. Para n = 0, como
= by # 0 e teremos

Suponha por hipétese de inducao que o resultado é valido para todo polindémio de grau
menor que n e defina o polindémio f;(z) por

filw) = f(x) = anby, 2" - g(x).

Note que gr(fi(z)) < gr(f(x)), logo pela hipétese de indugdo, o resultado é valido para
fi(z), isto é, existem ¢y (z), 7 (x) tais que

fi(e) = q(z) - g(z) +ri(x),
onde r1(z) = 0 ou gr(ri(z)) < gr(g(x)). Dai segue que
f(@) = fi(@) + anby, 2" ™ - g(2)
= q(7) - g(x) +71(2) + anb, 2" - g(x)
= g(@) (@ (@) + anby'a"™") +1i(2).
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Portanto, basta tomar ¢(z) = qi(z) + a,blz"™™ e r(z) = ri(x).

e Unicidade
Sejam q,(2), 2(2), 11 (2), 72(2) € Kla] tais que

f(@) = q(@) - g(x) + ri(z) = g(2) - g(x) + r2(2),
onde 73(z) = 0 ou gr(ri(z)) < gr(g(z)), para i =, 2. Entdo temos
@i (x) - g(x) + () = ¢2(2) - g(2) + r2(2) & (1(2) — ¢2(2)) - g(2) = ra(2) — 11 (2).
Se qi(z) # q2(),
gr((qa(z) — @2(2)) - 9(2)) = gr(q(z) — @2(2)) + gr(g(x)) = grg(x)),

mas por outro lado
gr(ra(z) —ri(z)) < gr(g(x)),

logo temos um absurdo e portanto devemos ter ¢;(x) = g2(z) e dai

r(@) = f(2) — a(x)g(z) = [(2) = g2(2)g(x) = ra().

Sejam f(x) = ap+ a1z + - - - + a,2" um polinémio ndo nulo em K[z] e o € K. Definimos
a avaliagdo de f(z) em o como sendo

fla)=ay+aja+ -+ a,a" € K.
Se f(a) =0 dizemos que « é uma raiz de f(z).

Proposicao 4.3 Seja f(z) € K[z] — {0}. Entio o € K € uma raiz de f(x) se, e somente
se, x — « divide f(x).

Demonstragao: Pelo algoritmo da divisdo, existem ¢(z),r(z) € K[z] tais que
f(@) = q(x)(z — a) +r(z),
onde r(z) =0 ou gr(r(x)) < gr(r —a) =1, isto é, r(z) = a € K e entao
f@) = g(o)@ — a) +a.

Se «v é raiz de f(x) temos f(«a) =0 e dal



o que mostra que r(z) = 0 e que portanto x — « divide f(x).

Reciprocamente, se x — o divide f(x), entdo existe ¢(z) € K[z] tal que

f(x) = q(x)(z = a)

e portanto

Proposigao 4.4 Seja f(z) = ap+ a1z + - - - + a,x™ um polindmio nao nulo em Kx] de grau
n. Entao o nimero de raizes de f(x) em K é no mdzimo igual a gr(f(z)) = n.

Demonstragao: Se f(x) ndo possuir raizes em K a proposigao estd provada. Suponhamos
que a € K seja uma raiz de f(z), dai pela Proposigao

f(x) = q(z)(z = a),
para algum ¢(z) € K|z], com gr(g(xz)) = n — 1. Logo, se 8 for uma raiz qualquer de f(z)
entao

0=f(B) =aB)B—a)

e como K[z] é um dominio d eintegridade ¢(8) = 0 ou = a, isto é, as raizes de f(x) sdo «
e as raizes de ¢(x). Vamos fazer indugao sobre gr(f(z)) = n para provar o resultado.

Se n =0, f ndo possui raizes em K e nesse caso nao temos nada para provar. Por hipdtese
de indugao se p(x) tem grau k < n entao p(z) tem no maximo k raizes em K. Logo ¢(z)
possui no maximo n — 1 raizes em K e dai f(z) possui no maximo n raizes em K.

n

Definicao 4.1 Seja K um corpo. Se L D K € um corpo, dizemos que L é uma extensdo de
K.

Observe que o polinémio 22 + 1 ndo possui raizes em R, mas possui duas raizes em
C D R, uma extensao de R.

Corolario 4.1 Seja f(z) = ag + a1z + - - - + a,x™ um polinémio nao nulo em K|z] de grau
n. Entao f(z) possui no mdzimo n raizes em qualquer extensao L de K.

Demonstragao: Se f(z) € K[z] e K C L entdo f(z) € L[z] e dai basta usar a Proposic¢ao
E4
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Exemplo 4.7 O polinémio x> — 2 ndo possui raizes em Q, possui apenas uma raiz em R e
possui 3 raizes em C.

Assim, em uma extensao do corpo podemos obter mais raizes do polinémio, porém esse
numero de raizes nunca vai passar do grau do polinémio.

E comum confundirmos polinémios com funcées polinomiais e muitas vezes nio fazermos
distincao entre essas duas coisas. Vamos apresentar um exemplo dessa diferenca utilizando
corpos finitos. Para isso vamos identificar os polindémios com n-uplas da seguinte forma

1 e~ (1,0,0,...,0,...)
x e~ (0,1,0,...,0,...)
z? e~ (0,0,1,...,0,...)

Assim, o polindémio p(x) = 22? — 3z seria identificado com a n-upla
p(z) ~ (0,-3,2,...,0,...).

Uma funcao polinomial f(z) em uma varidvel sobre K é identicamente nula se f(u) = 0 para
todo u € K. Por exemplo, se K = Z,, sabemos que u? = u, para todo u € K, logo a funcao

f: 2, — Z
y — fly)=y"—y

¢ identicamente nula em Z,. Mas o polinémio g(z) = 2P — x ndo é o polinémio nulo sobre Z,,.
Em termos de uplas seria

g(z) & (0,—1,0,...,0,1,0,...).

Dai em Z, existem varios polinémios cuja func¢ao polinomial correspondente ¢ nula, por
exemplo f(z) = 2P — z e ¢(x) = 0, mas cujos polindémios sao distintos. Vejamos que isso s6
ocorre para corpos finitos.

Corolario 4.2 Sejam f(x) e g(z) em K|z], onde K é um corpo com infinitos elementos.
Entao

flx) =g(z) & f(b) =g(b), VbeK

Demonstracdo: E direto que

f(x) = g(x) = f(b) = g(b), VbeK.

Provemos entdo o sentido contrario da implica¢do. Seja h(z) = f(z) — g(x) € K[z]. Por
hipétese h(b) = 0 para todo b € K, e como K tem infinitos elementos, segue da Proposigao

que h(z) =0, ou seja, f(z) = g(x).
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4.2.1 Algoritmo de Briot-Ruffini

Em algebra a divisao de um polinémio por polinémios da forma x — « tem uma certa
importancia e por essa razao iremos apresentar um método pratico para a determinacgao do
quociente e do resto da divisao de f(z) € K[z] por z — «, onde a € K. Chamamos este
método de algoritmo de Briot-Ruffini.

Sejam f(z) = apx™ + ap_12" '+ -+ a1z + ag € K[z], com a, # 0, e « € K. Vamos
considerar também ¢(x) € K[z] o quociente e r € K o resto da divisao de f(z) por z — a,
isto ¢

flz)=q(x)(x —a)+r, com gr(qzx))=n—1.

Assim podemos escrever o quociente ¢(z) como
q(2) = quor12" "+ Guoox" P4+ q1(T) + qo
e dal teremos

f(@) = (qu12™ "+ a2+ + q1(2) + @) (@ —a) +r
= qnflxn + (anZ — aqn71>xn71 + -+ (CIO - Oéql)ili' + (T - 04(]0)7

onde, pela igualdade de polindmios, temos

Gn—1 = Qn
Qn—2 = Qp_1 + QQp_1
qn—3 = Qp_2 + QQp_2

q1 = a2 + aqo
Go = a1 + aqq
T = ag + aqo

Observe que nas igualdades acima é possivel determinar os valores dos coeficientes de ¢(x)
a partir do coeficiente do temo de maior grau, obtido através de a,, e depois os de graus
menores a partir dos coeficientes anteriores e dos coeficientes de f(x).

O algortimo de Briot-Ruffini trata-se da elaboracao de uma tabela que apresenta os
coeficientes de ¢(z) e o resto obtidos usando a férmula recursiva apresentada acima.

A tabela deve ter duas linhas, sendo a primeira linha composta por « e os coeficientes
de f(z) e na segunda linha apenas o coeficiente do termo de maior grau de g(z), isto é,
Gn—1 = an,, dispostos da seguinte forma

(0% ‘ Qyp, Ap—1 - s a1 Qo

‘ gn—1 = Qp
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Os demais coeficientes de ¢(x) completardo a segunda linha da tabela e devem ser
calculados utilizando as recorréncias obtidas anteriormente, ou seja, o k-ésimo coeficiente gy
de ¢(z) sera dado por

k. = OQ4+1 + Qg1

Assim, o proximo termo a ser inserido na tabela serd ¢,_2 = ag,_1 + @n_1

_|_

N

ICV Ap—1 s [¢5] ai ag

| ap
wl/:an
X

Devemos continuar esse procedimento até que tenhamos

0% ‘ Ay, Qp—1 - s a1 Qo

| Gh1=0n Gu2 - @ Q@ T

O algoritmo pode ser usado para fazer divisoes sucessivas de f(z) por x — a, quando
a for raiz de f(x). Dizemos que a € K é uma raiz de f(z) € K[z] de multiplicidade m
quando (x — a)™ dividir f(x) e (x — a)™"* ndo dividir f(z) em K[z]. Se m = 1 dizemos que
« é uma raiz simples de f(z) e se m > 2, a é dita uma raiz miltipla de f(z).

4.3 Ideais principais e maximo divisor comum

Relembremos da Defini¢ao [3.4] que um ideal é principal se ele for gerado por um tnico
elemento do anel. Na proposigao a seguir veremos que todos os ideais de K|[x] sdo principais.

Proposicao 4.5 K[z] é um dominio principal.

Demonstragdo: Devemos mostrar que todo ideal de K[z] é principal, isto é, se J é ideal de
K[z] devemos mostrar que existe p(z) € K[z] tal que J = Klz] - p(z).

Seja J ideal de K[z]|. Se J = {0} entao basta tomar p(x) = 0 o polinémio nulo. Se J # {0},
escolha 0 # v(z) € J de menor grau possivel.

e se gr(v(z)) = 0, isto é, v(z) = a constante ndo nula, entdo 1 = a~!

J = K[z] e basta tomar p(z) = 1.

-a € J, logo

« se gr(v(z)) > 0, como v(z) € J, é claro que K[z] - v(z) C J. Vamos mostrar que
J C K[z] - v(z), dai basta tomar p(z) = v(x) e teremos J = Klz] - p(z).
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De fato, seja f(X) € J, pelo algoritmo da divisdo, existem ¢(x),r(x) € Kz| tais que
f(@) = q(z) -v(x) +r(z),
onde ou r(x) = 0 ou gr(r(z)) < gr(v(z)). Como f(z0,v(x) € J C K[z] entéo
f(@) —q(@)v(z) =r(z) € J.
Como v(x) tem grau minimo em J entao r(z) = 0 e portanto

fx) = q(x) - v(z) € Kla] - v(z).

Teorema 4.2 (Existéncia de mdc) Sejam pi(z),...,pm(x) € K[z] — {0} e considere o
ideal
J = Klzlpi(z) + -+ + K[z] - pim(z) < K]

gerado pelos polinomios nao nulos p1(x), ... ,pm(x). Se d(z) € Klz] € tal que J = K[z] - d(x)
entdo sao vdlidas as sequintes propriedades:

(a) Existem ri(z),...,rm(x) € K[z] tais que

d(z) = ri(@)py(x) + - - + i (€)pm (@)

(b) d(x) € um divisor comum de pi(x), p2(z), ..., pm(T).

(c) Se d'(x) é um divisor comum qualquer de py(x), p2(x), ..., pm(x) entdo d'(x) é também
um divisor de d(x).

Demonstragao:
(a) E direto da definicdo do ideal .J.
(b) Para todoi=1,...,m é claro que
pi(z) € Kla] - pi(x) € Klz]pi(z) + - - - + K[a] - pr(z) = K[z] - d(z)

e portanto, existe r;(x) € Kz] tal que p;(z) = r;(z) - d(z), logo d(x) é um divisor de
cada p;(x).
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(c) Seja d'(x) um divisor comum de p;(z), p2(z), ..., pm(z) em K[z], isto é, existem r;(x) €
K[z] tais que p;(z) = ri(x) - d'(x), para i = 1,2,...,m. Assim,
Klz] - pi(z) C K[z] - d'(x), Vie{l,2,...,m}.
Dai
Kz] - d(z) = K[z]pi () + - - - + K[z] - pm(2) C Klz] - d'(),
isto é, existe r(z) € Kz] tal que d(z) = r(z) - d'(x).

Um polindémio satisfazendo as condigoes (b) e (¢) do teorema anterior ¢ um méximo
divisor comum de p;(z), pa(z),...,pm(z) em Klz]. E note que, Se d(z) é um méximo
divisor de pi(x),p2(x),...,pm(x) em K[z] e a € K, a # 0, entdao a - d(r) também é um
méximo divisor comum em K]z]| desses mesmos polindmios.

Se p1(x),p2(x), ..., pm(z) € Klz] — {0} entdo existe um tnico méximo divisor comum
monico de py(z), p2(x),...,pm(r) em K[z]. Este é dito o méximo divisor comum de
p1(x), pa(z), ..., pm(z) em K[z| e 0 denotamos por

mch[a}]{pl(x)7p2(x)7 ce ,pm(x)}

Se mdcgp{p1(x), p2(x), ... ,pm(x)} = 1, dizemos que os polindémios sao relativamente
primos em K[z], e nesse caso, existem 7 (z),...,r,(x) € K[z] tais que

ri(@)pu() + -+ (@)pm (@) = 1.

Exemplo 4.8 Seja A = Z[z]. Vamos mostrar que A nao é um dominio principal. Ou seja,
devemos mostrar que nem todos os ideias de A sdo principais. De fato, consideremos como
contra exemplo o ideal I de A gerado por 2 e x, isto €,

I=A-24+A 2={2p(x)+2zq(x): p(x),q(x) € Zlxl]}.

Suponha por absurdo que A é dominio principal. Dai eziste d(x) € A tal que I = A - d(x),
logo
A-dlz)=A-24+ Az,

e entdo d(x) é um mdximo divisor comum de 2 e x em Z[x]. Como 2 é primo em Z e 2 ndo
¢ um divisor de x em Z[z| (jd que x = (32) -2 e 1 ¢ Z), entdo d(z) = +1, assim,

1 =mde{2,2} em Zlz] e A-24A-z=A.
Consequentemente, existem p(x),q(x) € Z[x] tais que
1= 2p(x) + zq(x),
o que ¢ um absurdo, pois o termo independente do lado direito da igualdade € par enquanto o

do lado esquerdo é impar.

51



4.4 PolindOmios irredutiveis

Seja f(x) € K[z] tal que gr(f(z)) > 1. Dizemos que f(z) é um plinémio irredutivel
sobre K se toda vez que f(x) = g(z)-h(x), g(x), h(x) € K[z] tivermos g(z) = a uma constante
em K ou h(z) = b uma constante em K. Se f(x) ndo for irredtivel em K, dizemos que f(z) é
redutivel sobre K.

Exemplo 4.9 Todo polinomio de grau 1 sobre um corpo K € irredutivel sobre K.

Um polinémio f(z) € K[z| pode ser irredutivel sobre K e redutivel em uma extensao
Lo K.

Exemplo 4.10 O polinémio x* + 1 € irredutivel sobre R porém é redutivel sobre C, pois
>+ 1=(z+1i)(z —i).

Teorema 4.3 Sejam K um corpo e p(x) € K[z]. Entdo as sequintes condigoes sao equivalen-
tes:

(i) p(x) € irredutivel sobre K;
(i) J =Klz] - p(x) é um ideal mazimal em Klzx];

K
(ii7) Bx] ¢ um corpo, onde J = K[z] - p(x).

Demonstragao: Vamos provar a seguinte sequéncia de equivaléncias

Observe que (i) < (iii) segue imediatamente do Teorema [3.3] Mostremos entdao que
(i) = (it). Para isso sejam p(x) € K[z], p(z) irredutivel e J = Klz] - p(z). Como gr(p(x)) > 1
entdao J # Klz]. Queremos mostrar que J é maximal, entéo seja I = K[z] - h(x) ideal de K|x]
tal que I O J e provemos que I = J ou I = K]z|. Temos

pl) € Kla] - pla) = J € I =Kla] - h(a),

logo existe g(x) € K[z] tal que p(z) = g(x)-h(z) e como p(x) é irredutivel, g(z) = a € K—{0}
ou h(z) =be K—{0}. Se g(z) = a # 0, entdo h(z) =a ' p(z) e dai

I =K[z] - h(z) C K[z] - p(z) = J,
logo I = J. E se h(x) = b # 0, entdo
I =K[z] - h(x) = K[z].

Reciprocamente, para mostrar que (i1) = (i), seja J = K[z] - p(z) um ideal maximal em K[z].
Dai J # K]z] e entao gr(p(x)) > 1. Suponha g(z), h(z) € Klz] tais que p(x) = g(x) - h(z).
Dai p(z) € I = Klz] - h(z), e portanto J C I. Como J é maximal, devemos ter I = K[z] ou
I =J.

52



e Se J=1Tentao h(z) € J =K[z] p(x) e dai h(z) = f(z) - p(x), para algum f(z) € K[z].
Logo
p(x) = g(z) - f(z) - plx) = p(z)(1 = g(z) - f(x)) = 0.

Como K[z] é um dominio de integridade e p(x) # 0 temos g(x) - f(x) = 1. Entao g(x)
¢ invertivel em K[z] e pela Proposicao [4.2) g(z) = a # 0, consequentemente p(z) é
redutivel.

o Se I = KJ[z] entdo h(z) = b # 0 constante, logo p(x) é irredutivel sobre K.

A
Exemplo 4.11 Sejam A =R[z] e I = A - (z* + 1), mostremos que T C.

Sabemos que 2 +1 € irredutivel em A, dai pelo teorema anterior, I é maximal em A e L = T

€ um corpo, entao vamos mostrar que esse corpo € isomorfo ao corpo do complexos.
Seja p(x) € A, dai existem tdnicos q(z),r(x) € A tais que

p(r) = q(x)(=* + 1) + (),
com r(x) =0 ou gr(r(z)) <2, isto é, r(x) =a+bx, a,b€&R. Defina

p: A — C
p(x) — Gp(x)) = at bi

E claro que ¢ € sobrejetora, pois dado a + bi € C, basta tomar p(x) =2+ 1+a+bx e dai
o(p(z)) = a+ bi.

Sejam p(z), f(x) € A, logo existem q1(x), qa(x),m1(x) = a1 + bix,ro(x) = as + box € A tais
que
p(z) = qu(z)(@® + 1) +ri(x) e flz) = gle)(@® +1) +ra(2).

Dai

¢(p(x) + () = ¢(ri(z) + r2(2)) = ¢((ar + az) + (b1 + b2)x)
= (a1 + ag) + (b1 + by)i
= (a1 + byi) + (ag + byi)
= ¢(r1(x)) + d(ra2())
o(p(x)) + o(f(x))
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ker(¢) = {p(z) € R[z] : ¢(p(z)) =0}
= {p(z) € R[z] : ¢(r(z)) = 0}
= {p(z) € R[z] : r(z) =0}
= {p(z) € Rlz]: p(z) = q(z)(a* +1), para algum q(z) € Rlz]}
=A@x*+1) =1

A
Portanto T ~ C.

4.4.1 Fatoracao tnica

Nesta secao veremos um resultado similar ao Teorema Fundamental da Aritmética que
discorre sobre o anel dos nimeros inteiros. Naquela ocasiao os niimeros primos se apresentam
como os “blocos menores” que constroem os nimeros inteiros. Agora veremos que essas
partes “menores” no anel de polinémios sao os polinémios irredutiveis.

Teorema 4.4 (Fatoragdo tnica) Seja f(x) € K[z] com gr(f(z)) > 1. Entdo existem
polinémios monicos irredutiveis pi(x), ..., ps(x) distintos, a € K — {0} e ndmeros naturais
ni,...,Ns, tais que

f(x) = a-pi(x)™ - ps(2)™.

Essa expressao € unica a menos da ordem dos fatores.

Demonstragao: Vamos mostrar que existem polinémios monicos irredutiveis, nao necessari-
amente distintos, p1(z), ..., pn(z) tais que

f(@) =a-pi(x)- - pm(2),

e essa expressao ¢ unica a menos da ordem dos fatores. A expressao do enunciado é obtida
agrupando os fatores iguais.
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 Existéncia: Indugao sobre n = gr(f(x)).
Se gr(f(z)) =1, entdo f(x) = ax+b=a(xr+a~'b), com a,b € K e a # 0. Suponhamos
que gr(f(z)) = n > 2 e que o teorema seja valido para polindémios em K[z] nao
constantes com grau menor do que n. Vamos mostrar que vale para f(z) = a,z" +
<o+ a1x + ag. Se f(x) é iredutivel entao
f(z) = ap(a™ + -+ a, ez + a,  ag)

e esté provado o resultado. Vamos entdo supor f(x) redutivel. Dai existem g(z), h(z) €
K[z] ndo constantes tais que

f(@) = g(x) - h(z),
com 1 < gr(g(x)),gr(h(x)) <n = gr(f(z)). Por hipétese de indugao
g9(x) =b-pi(z) - pr(2),

com py(x),...,p-(z) mdnicos e irredutiveis e b € K — {0} e também
h(x) =cC: pTJrl(:L') o 'pr+€($)7
com p,y1,...,Prre moNicos e irredutiveis e ¢ € K — {0}. Assim,
f(@) =b-pu(x)--pe(x) - ¢ prya(2) - pryo()
=a-pi(x) - pr(@) - pria(®) - proe(@),
onde a=b-ce K—{0} epi(z),...,pr+e(r) sdo moénicos irredutiveis.

o Unicidade:
Suponha

f(@)=a-pi(z) - pm(z) =b-q(2) - ¢ (2),
a,b e K—{0} e p1(x),...,pm(x),q:(x),...,q () moénicos e irredutiveis. Como a e b
sdo iguais ao coeficiente de maior grau de f(z) entao temos

() p(T) = @1 (2) -+ g, ().

Como p; (x) divide o polinémio a esquerda da igualdade, entao p; () divide ¢;(x) - - - g- ().
Como p;(x) é irredutivel, entdo p;(z) divide g; para algum j =1,...,7. Dal ¢;(x) =
u - pi(z) para algum v € K — {0}. Como ¢;(z) é monico, u = 1 e gj(x) = pi(z).
Reenumerando os polindémios ¢ (z) - - - ¢, (), se necessario, podemos supor p1(x) = q1(x).
Faremos inducao sobre m. Se m = 1, entdao r = 1. Se m > 1, cancelamos p;(z), obtendo

p2(x) - pm(z) = g2(x) - - - 4 (2)
e, por hipétese de indugdo, m — 1 =1 — 1, que é equivalente a m = r, e cada p;(x) é
igual a g;(z).
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4.5 Polindmios com coeficientes inteiros

Na secao anterior foi possivel notar a importancia dos polindmios irredutiveis que pode
até ser comparada dentro dos anéis de polindbmios com a importancia dos niimeros primos no
anel dos niimeros inteiros. Finalizaremos este capitulo com alguns resultados que nos dao
critérios para determinar se um polinomio é irredutivel sobre determinados anéis. O principal
resultado dessa segao ¢é o critério de Eisenstein sobre a redutibilidade de polinémios com
coeficientes inteiros.

Vejamos inicialmente um resultado que nos da condic¢oes suficientes para que um po-
linémio f(x) € Q[z] seja irredutivel sobre Q. Observe que, dado um polindémio f(x) € Q[z]
se multiplicarmos f(z) pelo minimo multiplo comum dos denominadores dos coeficientes de
f(z), podemos supor que f(x) seja um polindémio em Z[z].

Lema 4.1 (Lema de Gauss) Seja f(x) € Z[x] irredutivel sobre Z, entio f(x) € irredutivel
sobre Q.

Demonstragao: Suponha f(z) irredutivel sobre Z, mas f(z) = g(x)-h(x), onde g(z), h(z) €
Q[z] e 1 < gr(g(x)), gr(h(x)) < gr(f(x)). E claro que existe inteiro positivo m tal que

m- f(z) = gi(z) - ha(2),
onde g1(x), hi(x) € Z]z]. Assim,
gi(x) =ap+az+---+ax", a; €Z,

h1<$):b0+blx+"'—|—b37"s, bZEZ

Seja p um primo tal que p|m.

Afirmagao: p|a;, para todo i € {1,...,7} ou p|b;, para todo j € {1,...,s}.

De fato, do contrério existiriam ¢ € {1,...,7} e j € {1,...,s} tais que p{ a; e p 1.
Consideremos 7 e j menores possiveis com esta propriedade. Como p|m entao P divide o
coeficiente de 2/ do polindmio mf(x) = gi(x) - hi(z), isto &,

pl(boaisj + brairj—1 + -+ bja; + - + biyj_1a1 + biyjao).

Pela nossa escolha de ¢ e j temos que p divide cada parcela, exceto bja;, do coeficiente
de 2" de g1(z) - hi(z). Como p divide toda a expressao, entdo p também deve dividir
bja;, mas p ¢ primo, logo

plbja; = plb; ou pla,

uma contradigdo. Assim, se p é primo e p|m entdo pla;, para todo i € {1,...,7} ou pl|b;,
para todo j € {1,...,s}.
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Sem perda de generalidade, vamos supor que pla;, para todo i € {1,...,r}. Assim
g1(x) =p - ga(x), onde go(x) € Z[x], e se m = p-my temos

pr f(x) = pga(w)ha () = ma f(x) = ga(x)ha ().

Como o nimero de fatores primos de m é finito, prosseguindo no argumento acima (ou por
indugao sobre o nimero de fatores primos de m) chegaremos que

f(@) = g"(x) - 0" (2),

onde g*(z), h*(z) € Z[x] e g*(x), h*(x) sdo multiplos racionais de g(z) e h(x), respectivamente,
contradizendo a irredutibilidade de f(z) sobre Z.
u

Teorema 4.5 (Critério de Eisenstein) Seja f(x) = ag + ayz + - - - + a,x™ um polinémio
em Z[x]. Suponhamos que exista um inteiro primo p tal que:

(i) 1t an;
(ii) plag,ay, ... ,an_1;
(i) 7" a0
Entao f(x) € irredutivel sobre Q.

Demonstracao: Pelo Lema de Gauss ¢é suficiente mostrar que f(x) é irredutivel sobre Z.
Suponhamos por contradi¢cao que

com g(z0,h(z) € Z[z] e 1 < gr(g(x)), gr(h(z)) < gr(f(z)) = n. Sejam
g(x) =by+ bz + -+ ba" €Zlx], gr(g(z))=r,

h(z) =co+crx+ -+ +csa® € Z[z], gr(h(x)) = s.

Assim, n = r + s. Temos també que ay = by - ¢y e dai por hipdtese p|ag, logo plby ou p|co,
mas como p? { ap entao p divide apenas um dos inteiros by e ¢y. Sem perda de generalidade
suponha que p|by e p 1 co.

r+s

Temos ainda que a,, = b.cs é o coeficiente de " = z""* e como p t a,, entdo p 1 b,.

Como p|by e p b, podemos escolher b; o primeiro coeficiente de g9z) tal que p 1 b;. Note que

ai="bo-ci+bi-ci1+-+bi-c
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e como p|bg,...,bi_1, p 1 bi e ptcentdo pt a;, logo i = n, o que é um absurdo pois
1< <r<n. [ ]

Exemplo 4.12 Seja f(x) = 23 + 2x + 10. O critério de FEisenstein se aplica para o primo
p =2, portanto f(z) € irredutivel sobre Q.

Exemplo 4.13 Sejam p um nimero primo qualquer e p(x) = ™ — p um polindmio de grau
n > 1 sobre Q. O proprio primo p se aplica no critério de Fisenstein e portanto p(x) é
irredutivel sobre Q.

Agora observe que se a € K, a aplicagao

f(x) — P(f(z)) = f(z+a)

é um automorfismo de K[z|. Logo, f(x) é irredutivel sobre K se, e somente se, f(z + a) é
irredutivel sobre K.

Exemplo 4.14 Seja p um nimero primo e seja q(x) € Zlx] o polindmio
gx) =2t 2P 4o+ L
Vamos mostrar que q(z) € irredutivel sobre Q.

e+ 1) =@+ "+ @+ )P+t @+ 1)+ 1

(1P -1
(x+1)—1
P B P ST P r+1-1
1 p—1

X

:xp1+<]17>xp2+~~+(p£2>x+p.

Note que o primo p pode ser usado no critério de Eisenstein no polinomio acima. Portanto
q(z + 1) é irredutivel sobre Q e consequentemente q(x) € irredutivel sobre Q.

Proposicao 4.6 Sejam p um nimero primo e Z, = {0,1,...,p — 1} o corpo contendo p
elementos. Se f(x) = ap + a1z + -+ + a,a™ € Z[z] vamos definir o polindmio f(x) € Z,|x]
do sequinte modo

fl@) =ag+az+ -+ a,z",

onde a; = a; + pZ € a classe de equivaléncia, maodulo p, cujo representante é a; € Z. Entdo
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(a)
¢: Zlz]

— Zplz]
f@) —  f

()
€ um homomorfismo (sobrejetivo) do dominio Z[x] sobre o dominio Z,[x|.

(b) Septa, e f(x) éirredutivel sobre Z,, entio f(x) € irredutivel sobre Q. (Observe que
se f(x) é monico, entdo pta, =1 é sempre satisfeita.)

Demonstracgao:

(a) A demonstracio do item (a) é direta, dada a defini¢ao de f.
(b) Sejam f(z) = ag+ a1z + -+ + a,z™, gr(f(z)) = n e p primo tal que p 1t a,. Suponha

que f(x) € Z[z] seja redutivel sobre Q. Entao sabemos, pelo Lema de Gauss, que f(x)
é redutivel sobre Z, logo existem

g(x) =by+bix+---+ba" € Zz], gr(glx))=r, 1<r<n e
h(z) =co+crx+---+csa® € Zlz], gr(h(x))=s 1<s<n,
tais que f(z) = g(x) - h(x). Dai
f(@) =g(x) - h(z),

onde g(x), h(z) € Z,[x]. Além disso, como a, = b, - ¢5 € pta, segue que p{ b, e ptcs
e portante b, # 0 e ¢; # 0, isto é, gr(g(z)) = r e gr(h(z)) = s, logo f(z) é redutivel
sobre Z,. Pela contrapositiva estd demonstrada a proposigao.

Exemplo 4.15 Seja f(x) = 2 + 622 + 5x + 25. Mostremos que f(z) é irredutivel sobre Q.
Note que se escolhermos o primo p = 2 temos

f@) €Zyfr) = flx) =2 +2+T e 211
Além disso, f(x) é um polindmio de grau 8 que ndo possui raizes em Zs, jd que
JO) =T ¢ JO) =T

Logo f(x) € irredutivel em Zsy[z] e pela proposicao anterior seque que f(z) € irredutivel sobre

Q.
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Exemplo 4.16 Seja f(z) = 2 + 172 + 6z + 4. Mostremos que f(z) € irredutivel sobre Q.
Note que se escolhermos o primo p = 3 temos

f(@) € Zs[w) = fx) =2* + 22 +T1 e 311

Além disso, f(x) é um polinémio de grau 3 que nao possui raizes em Zs, jd que

fO) =1, fM=1 ¢ f2)=2

Logo f(x) € irredutivel em Zs[x] e pela proposicao anterior seque que f(x) € irredutivel sobre

Q.

4.6 Exercicios

(1) Determine q(x) e r(x) tais que f(x) = q(x)-g(z)+r(x), onde r(x) = 0 ou dr(z) < dg(x)
e f(x),9(x) € Rlz].

(2) Sejam f(x),g(x) € Z[z] e g(x) = by +byx + ...+ bya™ onde b,, = 1. Prove que existem
q(z),r(z) € Z[z] tais que f(x) = q(x) - g(x) + r(z) onde r(x) = 0 ou Ir(z) < dg(z).

)
(3) Seja f(z) € K[z] — {0}, K corpo, e seja L O K uma extensao de K. Prove que, se
a € L é uma raiz de f(z) entdo existe q(z) € L[x] tal que f(z) = (z — a) - q(z).

(4) Seja K um corpo. Dizemos que K é um corpo algebricamente fechado se para
todo f(z) € Klz], existe @ € K tal que f(a) = 0. Prove que R nao é um corpo
algebricamente fechado.

(5) Prove que se K ¢ algebricamente fechado, entao todo polinémio f(z) € K[z]| de grau
n > 1 pode ser fatorado em K do seguinte modo:

flx)=c-(z—aq) (zr—ag)...(z—ay),
onde c € K, e ay,...,a, € K sao raizes de f(x).
(6) Calcule todas as raizes em K = Zjs do polinémio f(z) = z° + 32 + 22 + 2z € Z[z].

(7) Seja K um corpo e L D K uma extensao de K. Se v € L e f(z) € K[z], f(z) =
ap + a1z + ... + a,x” definimos f(a) = ag+ a1+ ... + a,a" € L.
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(a) Prove que K[a] = {f(«) : f(z) € K[z]} ¢ um dominio de integridade tal que

K c Kla] C L.

(b) Prove que

v Klz] = Klo]
f(@) = fla)

¢ um homomorfismo sobrejetivo.

(c) Prove que J = {f(z) € K[z] : f(a) =0} é um ideal de K[z].
(d) Prove que H%x] ~ Kla] C L.
(8) Prove que Q[v2] = {f(v2) : f(x) € Q[z]} é igual a {x +yv/2: x,y € Q}. Prove que

oideal J = {f(x) € Q[z] : f(v/2) = 0} é um ideal maximal de Q[z] e conclua pelo
exercicio anterior que Q[v/2] é um corpo (generalize para /P, P primo).

(9) Seja K um corpo e a € K. Prove que

p(x) = o(p(x)) = p(x +a)

¢ um automorfismo de K|z].

(10) Sejam K um corpo, f(z) € K[z] e a € K. Prove que o resto da divisao de f(x) por
g() =z —até f(a)

(11) Calcule mdcc{ f(x), g(x)} para os seguintes pares de polindmios em Clz]:

(@) f(z) = (z—20(x -5z —1); g(x)=(z—1)(z—-2)(x—-5)
(b) f(z)=(a*+1)(@* —1); g(z)=(z+i)°@° 1)

(12) Calcule mdcg{f(x), g(x)} para os seguintes pares de polinémios em Qx]:

(a) f(x)=a23—622+x+4; g(x)=2°—6r+1
(b) flz)=2*+1; gx)=a+2>+2+1

(13) Sejam f(z), g(z) € K[z] — {0} e a € K— {0}. Entao prove que d(x) é um mdc de f(x)
e g(x) em K|x] se e somente se a - d(z) é um mde de f(x) e g(x) em K|x].

]
(14) Calcule g(x),r(z) tais que f(x) = q(z) - g(z) +r(x) onde ou r(z) = 0 ou Ir(z) < dg(z).
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(a) f(z)=a%—a23+3z—5; g(z)=2>+7¢€ Q[z].
(b) fz)=2°—2*+3x—5; g(x)=2—2¢€ Q[z].
(¢) f(z)=2°—-2>+32—5; g(xr)=2x+2 € Zsx].

(15) Sejam K um corpo e f(x) € K[z] — {0}. Prove que, se f(z) é um polinémio de grau
maior ou igual a 2 e possui uma raiz a € K entao f(x) é redutivel sobre K.

(16) Prove que todo polinémio de grau impar sobre R possui uma raiz em R (Sugestao: use
o teorema do valor intermediério). Conclua que se f(z) € R[z] tem grau impar entao
f(z) é redutivel sobre R.

(17) Determine todos os n de modo que z* + 2 divide z° — 10z + 12 em Z,.

(18) Determine todos os polindmios de grau 2 que sejam irredutiveis sobre K = Zs.
(19) Mostre que 2 + xz + 1 € Zs|x] é irredutivel sobre Zs.

(20) Mostre que o polindmio p(z) = 23 — 2 é irredutivel sobre o corpo Q.

(21) Sejam K um corpo, p(x) € K[z] um polinémio irredutivel sobre K e f(x) € K[z] — {0}.
Prove que, se f(z)|p(x) entdo ou f(z) = a constante nao nula ou p(z) =b- f(z) com
be K—{0}.

(22) Sejam K um corpo e p(x) € K[z] um polinémio irredutivel sobre K. Se f(z), g(z) € K[z]
e p()|f(x) - g(x), prove que p(z)|f(x) ou p(x)|g(x).

(23) Decomponha o polinomio 2% — 522 + 6 em produto de fatores irredutiveis sobre os
seguintes corpos K:

(a) K=Q
(b) K=Q[v2]
(¢c) K=R

(24) Decomponha sobre o corpo K = Z3 os seguintes polindémios como produto de irredutiveis:

(a) 22 +x+1
(b) a*+a+2

(25) Prove que o polindémio z? — 3 é irredutivel sobre o corpo K = Zs. Mais ainda, se

- Z
J = Zs[z] - p(x), onde p(x) = 2* — 3 entdo o corpo 75 possui exatamente 25 elementos.
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(26) Prove que o polindémio p(z) = 2% + x + 1 é irredutivel sobre Zs. e mostre que o corpo

/
75 possui exatamente 125 elementos, onde J = Zs[x] - p(x).

(27) Sejam p(x) um polinémio irredutivel de grau n sobre o corpo Z,, p primo, e seja

x
J = Zy|z] - p(x). Prove que ]?]] ¢ um corpo contendo exatamente p” elementos.

(28) (a) Prove que p(z) = 2 + 1 é irredutivel sobre K = Z; e construa um corpo com 49
elementos.

(b) Prove que p(x) = 22 + 1 é redutivel sobre K = Z;; e construa um corpo com 121
elementos.

(c) Prove que p(x) = 2? + 1 é redutivel sobre K = Zj.
(d) Prove que p(z) = x® — 9 é irredutivel sobre K = Zj3; e construa um corpo com
(31)3 elementos.

(29) Prove que os seguintes polinémios f(z) € Z[z] sao irredutiveis osbre Q.

(a) f(z)=a*+ 223 + 222 + 22 + 2

(b) f(x) =" —31

(c) f(z) =a®+15

(d) f(z) =23+ 62% +5x+ 25

(e) f(z)=a*+8x3+ 2> +2x+5

(f) f(z) =z* + 1023 + 202 + 30z + 22

d 173—5, K:ZH

)
)
)374—53 K = Z17
)
(e) 2+ 7, K=Zy
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CAPITULO b

APENDICE

5.1 Relacoes

5.1.1 Relacao de equivaléncia
5.1.2 Relacao de ordem
5.1.3 Exercicios

(1) Seja X = {1,2,3}. Considere as seguintes relagoes em X:

Ry ={(1,1),(2,2),(3,3)}
Ry ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)}
Ry ={(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}
Ri=XxX
Rs; =10
Quais sao reflexivas? E simétricas? E transitivas? E antissimétricas?
(2) € Ax A, logo () é uma relacio em A. E de equivaléncia?
(3) Seja X =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.
(a) Represente no plano cartesiano os pontos da seguinte relagdo em X:
Ax ={(z,y) e X x X : x = y}.

(Esse conjunto é conhecido como diagonal do conjunto X.)
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(b) Mostre que Ax é uma relagao de equivaléncia sobre X.

(c) Seja Sp uma relagao de equivaléncia sobre X com a propriedade de estar contida
em qualquer outra relagao de equivaléncia sobre X. Mostre que Sy = A. [Dica:
basta mostrar que Ax C S.]

(d) Mostre que X x X é uma relagdo de equivaléncia sobre X.
(4) (a) Seja
x
S={(x,y) €EZXZ: existe neZ talque — =3"}.
Y
Mostre que S satisfaz as propriedades simétrica e transitiva, mas nao satisfaz a
propriedade reflexiva (atengao: o problema nao é o ntimero 3 na base da poténcia)

(b) Sejam X um conjunto nao vazio e S uma relagao sobre X que satisfaga as propri-
edades simétrica e transitiva. O raciocinio a seguir “demonstra” que uma relagao
que seja simétrica e transitiva é também reflexiva.

Sejam x,y € X, se (z,y) € S, pela propriedade simétrica, concluimos que
(y,x) € S. Usando agora a propriedade transitiva com os pares (x,y) € S e
(y,x) € S, vemos que (x,z) € S. Assim, S € reflexiva.

O item (a) desta questao é um exemplo de que esse raciocinio estéd errado. Encontre
0 erro.

(5) Dados os conjuntos X e S C X x X a seguir, demonstre que S é uma relagao de
equivaléncia sobre X ou explique qual a propriedade que falta para nao ser uma relagao
de equivaléncia.

(0) X=2, R={(a,b)e XxX:a—b &émiltiplode 3}

(b) X = {retas do plano cartesiano}, R = {(a,b) € X x X : a éparalelaa b}

(c) X = {retas do plano cartesiano}, R ={(a,b) € XxX : a é perpendicular a b}
)

(d) X = {pontos do plano cartesinao, exceto a origem}, R = {(a,b) € X x X :
a pertence a reta que passa pela origem e por b}

(e) X = {pessoas do mundo que tém alguma profissao}, R = {(a,b) € X x X :
a tem a mesma profissdo que b}

(f) X = {pessoas desta faculdade}, R ={(a,b) € X x X : a ¢éamigode b}
(g) X=R, R={(a,b) e X xX:a>b}

(6) Seja X ={1,2,3,4,5,6}. Faga o que se pede em cada item e desenhe os diagramas de
flechas.
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(a) Dé exemplos de relagoes sobre X que sejam simétricas e antissimétricas ao mesmo
tempo.

(b) Dé exemplos de relagoes sobre X que sejam simétricas e nao sejam antissimétricas.
(c) Dé exemplos de relagoes sobre X que nao sejam simétricas e sejam antissimétricas.

(d) Dé exemplos de relagoes sobre X que nao sejam simétricas e nem antissimétricas.

(7) Pode acontecer de uma relagdo de equivaléncia ser também uma rela¢ao de ordem
parcial (ou total)? Se sim, construa exemplos e, caso contrario, justifique.

(8) Considere o conjunto X = {z € Z: 0 <z < 50}. Defina sobre X a seguinte relagao:
R={(a,b) € X x X : a—b émultiplo de 4}.

(a) Mostre que R é uma relagdo de equivaléncia.

(b) Descreve as classes de equivaléncia e escreva o conjunto quociente X/R.

(9) As relagoes definidas a seguir sdo de equivaléncia. Determine o que se pede em cada
caso.

(a) S ={(a,b) € X x X : a—0b émultiplode 5}, onde X = {0,1,2,3,...,30}.
Descreva as classes de equivaléncia e obtenha o conjunto quociente X/S.

(b) S ={(a,b) € X x X : a—0b ¢émiltiplode 6}, onde X = {0,1,2,3,...,35}.
Descreva as classes de equivaléncia e obtenha o conjunto quociente X/S.

(10) Seja X ={x €Z: 0 <2 <20} e defina sobre X a relacao
S={(r,y) e X x X : existe ne€Z talque z—y=4n}.

Determine o conjunto quociente X/S.

(11) Seja S uma relagao de equivaléncia definida sobre um conjunto nao vazio X. Sejam
x,y € X. Demonstre que as afirmacgoes a seguir sao equivalentes:

(i) «Sy;

M m
8 <

)
i) @
i)
iv)

S
|
<

(12) Verifique se cada um dos conjuntos a seguir é totalmente ordenado segundo a relacao

de divisibilidade.

66



(13)

(15)

(a) X ={1,18,3,6}

(b) X ={4,16,5}

(c) X = { 1,1,-5,5,—20,20}

(d) X

Seja X um conjunto nao vazio e seja P uma familia de subconjuntos de X. Defina

sobre P a relagao de inclusdo dada por S = {(F}, Fy) € P x P: F; C Fy}, onde Fy, Fy
sao elementos em P.

a) Mostre que S ¢é reflexiva.

(a)
(b) Mostre que S é antissimétrica.
(c) Mostre que S ¢é transitiva.

)

(d) Verifique se S é uma relacao de ordem total sobre P.

Considere X = N x N e defina relagao
S={((z,y),(z,t) e X x Xz divide z e y<t}

sobre X, em que o simbolo < ¢é a desigualdade “menor que ou igual a” no sentido usual.

(a
(b

) Demonstre que S satisfaz a propriedade reflexiva.

)
(c) Demonstre que S satisfaz a propriedade transitiva.

)

Demonstre que S satisfaz a propriedade antissimétrica.
(d) Discuta porque S é uma relagao de ordem parcial, mas nao total sobre X.
Ordem Lexicogrdfica. Considere C o conjunto dos nimeros complexos e sejam

r =a+ b, y = c+ di dois de seus elementos, onde a,b,c,d € R. Defina sobre C a
seguinte relacao:

S={(z,y) eCxC:a<c ou (a=c e b<d)},

onde o simbolo < ¢é a desigualdade “menor que ou igual a” no sentido usual.

a) Demonstre que S satisfaz a propriedade reflexiva.

(a)
(b) Demonstre que S satisfaz a propriedade antissimétrica.
(c) Demonstre que S satisfaz a propriedade transitiva.

)

(d) Demonstre que S é uma rela¢ao de ordem total sobre C.
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5.2 Estruturas definidas por uma operacao

5.2.1 Exercicios

(1)

(4)

()

Em cada caso a seguir, verifique se a operagao * sobre X é associativa, comutativa e
tem elemento neutro. Determine também o conjuntos dos elementos regulares para a
operacao dada. Para as operacoes que possuem elemento neutro, determine os elementos
simetrizaveis:

Em cada caso a seguir estd definida uma operacao sobre Z x Z. Verifique se ela é
associativa, comutativa e tem elemento neutro. Determine também o conjuntos dos
elementos regulares para a operagao dada. Para as operagoes que possuem elemento
neutro, determine os elementos simetrizaveis:

(a) (a,b) * (¢, d) = (ac,0)

(b) (a,b) A (¢c,d) = (a+c,b+d)
(¢) (a,b) ® (¢,d) = (ac,ad + be)
(d) (a,b) @ (¢,d) = (a+ ¢, bd)

Estabeleca as condigoes sobre m,n € Z de modo que a operacao * sobre Z dada pela
lei x x y = mx + ny:

(a) seja associativa;
(b) seja comutativa;

(c¢) admita elemento neutro.
Mostre que nenhum elemento de R é regular para a operacao * assim definida:
x*y:x2+y2—my.
Em cada caso a seguir esta definida uma operacao * sobre X. Faca a tabua da operacao:

(a) X ={1,2,3,6} e x xy = mdc(x,y)
(b) X =4{1,3,9,27} e  x y = mmc(z,y)
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(c) X ={1,v2,3} e zxy = min(z, )
(d) X ={3V2,, %} e r xy = max(z,y)

(6) Em cada caso a seguir estd definida uma operacao x sobre X = {0, {a}, {b},{a,b}}.
Construa a tabua da operacao.

(a) zxy=2xUy
(b) zxy=xnNy
(¢) zxy=(xUy)—(zNy)
(7) Construa as tabuas das operagoes x e A sobre X = {0, 1,2,3} assim definidas:

(a) =y = resto da divisdo em Z de = + y por 4.
(b) = Ay = resto da divisdo em Z de x -y por 4.

(8) Construa as tabuas das operagoes @ e @ sobre X = {0, 1,2, 3,4} assim definidas:

(a) = @y = resto da divisdo em Z de = + y por 5.
(b) x ®y = resto da divisdo em Z de x - y por 5.

(9) A partir da tabua abaixo, da operagao ® sobre X = {1,2, 3,4}, calcule os seguintes
elementos:

=~ w| |~ |G
e e e e
W DN DN
DO | QO —| W
O DO | |

(a) B3e®4)O2
b) 30 (162)
(€) 4O (3e3) o4
(d) 4e3)e(B3e4)
(e) (4©3)®3)®4

(10) Construa a tdbua da operagdo de intersecgao sobre a familia de conjuntos F =

{A, B,C, D}, sabendo que
ANB=B,BNC=C,CND=D.

Em seguida, estabelega:
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(a) qual é o elemento neutro;
(b) que elementos sao simetrizaveis;

(¢) que elementos sao regulares.

(11) Nos itens a seguir verifique qual a maior estrutura (semigrupo, mondide ou grupo) que
os conjuntos com as operagoes indicadas possuem:

(a) O conjunto p(X) das partes de um conjunto X, com a operagdo de unido de
conjuntos.

(b) O conjunto p(X) das partes de um conjunto X, com a operagdo de intersec¢ao de
conjuntos.

(¢) O conjunto Z dos ntimeros inteiros, com a operagao de subtragao.
(d) O conjunto N* dos ntimeros naturais nao nulos, com a operagao de potenciagao.

(e) O conjunto Q dos niimeros racionais, com a operagao de divisao.
(12) Verifique se os conjuntos abaixo com as operagoes dadas sdo grupos:

(a) o conjunto dos nimeros impares com a multiplicagao.
(b) o conjunto dos miltiplos de 3 com a adigao.
()

(d) conjunto dos polindmios da forma ax + b, onde a,b € N com a adicao.
(¢)

(f
(g

conjunto dos niimeros da forma a + by/2, onde a,b € R com a adicio.

conjunto dos inteiros nao positivos Z_, com a adic¢ao.

) conjunto C' = {—2,—1,0, 1,2}, com a adigao.
) conjunto A = {1, —1}, com a multiplicagao.

(13) Sabemos que em Z, m = n(modb5) se e somente se, m —n = 5k, para algum k € Z.

a tdbua da adigdo em Zs. Logo em seguida, determine a estrutura (semigrupo, monéide
ou grupo) de Zs.

(14) Defina em Z a operagao @ da seguinte forma:
a®b=a+0b—ab.
Qual a estrutura (semigrupo, mondide ou grupo) de Z com a operagao ®7
(15) Defina em Z a operagao @ da seguinte forma:
a®b=a+b

Qual a estrutura (semigrupo, mondide ou grupo) de Z com a operagao &7
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(16) Mostre que R dotado da operagao * tal que x *y = /23 + y3 é um grupo abeliano.
(17) Mostre que R munido da operagdo A tal que z Ay = x + y — 3 é um grupo abeliano.

(18) Mostre que Q[v2] = {a +bv/2: a,b € Q} é um grupo aditivo abeliano. Estabeleca as
condicdes sobre a e b para que Q[v/2] seja também um grupo multiplicativo.

71



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[9]

[10]

GARCIA, A. e LEQUAIN, Y. Elementos de Algebra. Projeto Euclides, IMPA, Rio
de Janeiro, 2010.

GONCALVES, A. Introducio d Algebra. Projeto Euclides, IMPA, Rio de Janeiro,
2006.

HEFEZ, A. Elementos de Aritmética. 2* Edicao, Textos Universitarios, SBM, Rio
de Janeiro, 2006.

HEFEZ, A. Curso de dlgebra. 5. Edicao, Colecdo Matematica Universitaria, IMPA,
Rio de Janeiro, 2016.

HEFEZ, A. e VILLELA, M. L. T. Polinémios e equacoes algébricas. 2. Edigao,
Colecao PROFMAT, SBM, Rio de Janeiro, 2018.

SANTOS, J. P. O., Introducio a Teoria dos Numeros, 3. edi¢cao, Colecao Matematica
Universitaria, IMPA, Rio de Janeiro, RJ, 2018.

SILVA, J. C. e GOMES, O. R. Estruturas algébricas para licenciatura. Elementos
de aritmética superior. 1* ed., volume 2, Editora Edgard Bliicher, Sao Paulo, 2018.

SILVA, J. C. e GOMES, O. R. Estruturas algébricas para licenciatura. Elementos de
dlgebra moderna. 1. Edi¢ao, volume 3, Editora Edgard Bliicher, Sdo Paulo, (2020).

TENGAN, E., et al., Teoria dos Niumeros: um passeio com primos e outros nimeros
familiares pelo mundo inteiro, 5. edicao, Projeto Euclides, IMPA, Rio de Janeiro,
RJ, 2018.

VIDIGAL, A., et al., Fundamentos de Algebra, Editora UFMG, Belo Horizonte,
MG, 2005.

72



	Introdução
	Sistemas de numeração

	Números naturais
	Os axiomas de Peano
	O princípio da boa ordenação e o axioma de indução
	Exercícios

	Números inteiros
	Princípio do menor inteiro e indução
	Princípio do menor inteiro
	Primeiro princípio de indução
	Segundo princípio de indução
	Exercícios

	Divisão euclidiana
	Exercícios

	Números primos, MDC e MMC
	Teorema fundamental da Aritmética
	A procura de números primos
	Máximo divisor comum
	Mínimo múltiplo comum
	Exercícios

	Equações diofantinas
	Exercícios

	Congruências
	Exercícios


	Anéis
	Primeiras definições
	Subanéis
	Exercícios

	Ideais
	Anel quociente
	Exercícios

	Homomorfismos de anéis
	Núcleo e imagem de um homomorfismo
	Exercícios


	Polinômios
	Polinômios com coeficientes em anéis
	Algoritmo da divisão
	Algoritmo de Briot-Ruffini

	Ideais principais e máximo divisor comum
	Polinômios irredutíveis
	Fatoração única

	Polinômios com coeficientes inteiros
	Exercícios

	Apêndice
	Relações
	Relação de equivalência
	Relação de ordem
	Exercícios

	Estruturas definidas por uma operação
	Exercícios


	Referências Bibliográficas

