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Modédulo 6: Subespacos vetoriais - Parte 1

Ementa: Definicao e exemplos de subespagos vetorias; subespacos vetoriais triviais.
Objetivos: Saber verificar se um subconjunto de um espago vetorial é um subespaco

vetorial.

Sejam V' um espago vetorial e W um subconjunto nao vazio de V. Dizemos que W é um
subespaco vetorial de V' ou simplesmente um subespaco de V', se W, com as operacoes

de adicao em V' e de multiplicacao de vetores de V' por escalares, ¢ um espago vetorial.

Seja W um subconjunto de um espago vetorial V. Como os elementos de W estao em V', que
ja é um espaco vetorial, para verificarmos se W é subespaco vetorial de V' basta verificarmos

os seguintes itens:
(i) W #0;
(i) se u,v € W, entao u+v € W,

(iii) se a € Rew e W, entao au € W.
Todo espago vetorial V' # {0} admite pelo menos dois subespagos: o subespago nulo e o

proprio espaco vetorial V. Estes dois sao os chamados subespacos triviais de V. Os

demais subespacos sao chamados subespacos proprios de V.

1 Exemplos

Exemplo 1 Seja S um subconjunto de R3, dado por S = {(z,y,2) e R®: 2 +y+ 2 = 0}.
Verifique se S € subespaco vetorial de R3.

Solugao: Verifiquemos se S satisfaz as condigoes vistas acima:
(i) E claro que (0,0,0) satisfaz 0+ 0 + 0 = 0, logo S # 0.
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(ii) Sejam u, v € S, tais que 4 = (x,y,2) e U = (a,b,c) entdo 4+ v = (x,y, z) + (a,b,c) =
(x+a,y+bz+c)eassim, (x+a)+(y+b)+(z+¢c)=(x+y+2)+(a+b+c)=0.
Portanto, © + v € S.

(iii) Seja u = (z,y,2) € S, entdo a(z,y, 2) = (az,ay,az), e dai (ax + ay + az) = a(z +
y+ z) = a0 =0, para todo « € R. Portanto, ot € S.

Concluimos entao que S é subespaco vetorial de R3. [

Exemplo 2 Dado W = {(z,y) € R? : > 0,y > 0}. Verifique se W € subespago vetorial
de R?.

Solugao: Seja @ = (2,1) € W e note que, a condicdo (iii) nado é satisfeita, ja que
li=—1-(2,1) = (-2,—1) ¢ W.

Portanto, W nao é subespaco vetorial de R2. [

a b

Exemplo 3 Dado A = { [ d] cc=0ed=a+ b}. Verifique se A € subespaco vetorial

c

de MQ.

Solugao: Verifiquemos se A satisfaz as condigoes vistas acima:
eV — Q2 by
0 as+by
. . 0 0
(i) 0 € A, pois0 = 0 ol lembrando que d = a+bcomoa =0 e b =0, logod = 0+0 = 0.
1 % ba
0 ao + b2

ai + as b1+b2
0 ay + az + by + by

ay b1
0 a+0b

Sejam X,Y € A e a € R, tais que X = [

aq bl
0 a, + b1

aiy + as b1+bg
0+0 a1+b1+a2+b2

(i) X+V =

,logo X +Y € A.

oaq aby
a0 «afa; +by)

aq b1
0 a;+0b

oaq aby
0 waa; +ab

(iii)) aX =« [ . Logo, aX € A.

Como todas as condic¢oes foram verificadas concluimos que A é subespaco vetorial de M;. m

Exemplo 4 Dado W = {(z,y,2) € R® : o —y — 32 = 1}. Verifique se W € subespago
vetorial de R3.



Solugao: Vamos verificar se valem as propriedades de subespaco para W.

Note que 0 ¢ W, pois o vetor nulo de R? nao satisfaz a condi¢do de V, ou seja, que
x —y — 3z =1, substituindo x =y = 2 = 0 temos 0 — 0 — 3.0 # 1.
Dai 0-4 =0 ¢ W para todo © € W e entdo (iii) nao é satisfeita. Com isso, concluimos que

W nao é subespaco vetorial de R3. [
Exemplo 5 DadoV = {(z,—x,y,2) € R*: 2,5, 2 € R}. Verifique se V é subespago vetorial
de R,

Solugao: Vamos verificar se valem as condigoes de subespaco vetorial para V.

Sejam 4,V e « € R, tais que 4 = (z1, —x1,Yy1,21) € U = (T3, —T2, Y2, 22).
(i) 0 €V, pois (0,—0,0,0) = (0,0,0,0).

(ii) @+ U= (21, =21, Y1, 21) + (X2, —X2, Y2, 22) = (¥1 + T2, =21 + (—X2), Y1 + Y2, 21 + 22) =
= (21 + x2, —(x1 + 22),y1 + Y2, 21 + 22). Logo, u+v € V.

(ii) ot = a(zy, —x1, 11, 21) = (w1, —axy, ayp, azp). Portando, ot € V.

Como todas as condicoes foram verificadas concluimos que V' é subespaco vetorial de R*.

2 Exercicios

Verifique quais dos seguintes subconjuntos sao subespacos vetoriais.

(1) W={(z,y,2) ER*: 2z =2y e 2 =5y} C R
(2) W={(z,y,2,t) eR*: 2z +y—t=0e 2=0} CR"

(3) W ={A= [%} oy @1 S0} C M (R).

(4) W:{ [CCL Z] :a,b,c,dEReb:c—i-l} C Ms(R).
(5) A= {A € MQ(R) Q1 = agl} C MQ(R)

(6) W ={(x,y) € R*: y = 3z} C R%

() W={(z,y,2) ER3: 2 —y+ 22z =4} C R3.
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(8) W ={ o subconjunto das matrizes triangulares superiores de ordem 3} C Mj3(R).
9) W={(x,y,2) eR®: 2 <y <z} CR>.

(10) W ={(x,y,2) e R®: 2 = 2* + y*} C R3.
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