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Tutoria em Algebra Linear

Modédulo 1: Espaco vetorial real

Ementa: Definicdo e exemplos de espagos vetoriais reais
Objetivos: Aprender a verificar se um dado conjunto é ou ndo um espaco vetorial sobre

o corpo dos nimeros reais. Caso nao seja, saber indicar as propriedades de espago vetorial

que nao sao satisfeitas pelo conjunto dado.

Um conjunto nao vazio V' serd dito um espago vetorial real (ou um R - espago

vetorial) se estiverem definidas uma adigdo em V' e uma multiplica¢do por escalar de R em
V.
+: VxV —» V 0 RxV — V

(u,v) — u+wv (a,v) +— a-v

¢}

satisfazendo:
(A1) A adigao é associativa, isto ¢,
(u+v)+w=u+(v+w), Yuv,wel
(A2) A adigao é comutativa, isto é,
ut+v=v+u, VYuvel.

(A3) A adicdo possui elemento neutro, ou seja, existe 0 € V, tal que, dado u € V,
u+ 0 =u.

(A4) A adicao possui elementos simétricos, ou seja, para todo u € V, existe —u € V, tal
que
u+ (—u) = 0.

ME1) a(u+v) =au+av, Va€R, u,veV.

(a+bu=au+bu, VabeR ueV.

lu=u, YueV.

Os elementos de V serao chamados vetores e os elementos de R de escalares. O elemento

0 € V sera chamado de vetor nulo e o elemento —v € V' de vetor oposto de v.
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1 Propriedades dos espacos vetoriais
Segue da definigao de um espago vetorial V', as seguintes propriedades:

e O elemento neutro da adigao em V' é tnico;

e Dado um vetor v € V| o simétrico —v de v é Unico;

O simétrico de —v € V é v, isto é, —(—v) = v;

Para quaisquer u,v,w € V, se u +w = v + w entao u = v;

Paratodov eV, 0-v=0€eV;

Para todo a € R, e tomando o elemento neutro0 € V, a-0=0 € V;

Sea-v=0,coma€ceReveV, entao a =0 ouwv=0;

Para todov e V, (—-1)-v = —v.

2 Exemplos

Exemplo 1 Seja V = {(x,y) € R? : y = 5x} com as operagoes de adi¢io e multiplicagio

usuais de R?. Vamos verificar que V' € espaco vetorial real.

Para verificarmos se V' € espaco vetorial real, temos que verificar se as condi¢oes vistas
acima sao vdlidas. Sejam i, U, W € V e a,f € R tais que 4 = (x1,5x1), U = (r2,522) €

W= (.%'3, 5%3)

(A]) (l_[+ 27) +w = [($1, 55171) + (IEQ, 5952)] + (933, 5%3) = (ZBl + x9, 011 + 51‘2) + ($3, 51133)
= (.1'1 —+ i) -+ Zs3, 5.771 -+ 51’2 -+ 5$3) = (x1 -+ To —+ s, 5(1‘1 —+ i) + .%'3))

ﬁ"i‘ (’(74‘ 117) = (ZL’l, 5%’1) + [(IQ, 51’2) + (LL’3, 5133)] = (ZL’l, 5I1) + ($2 + xs3, 51’2 + 51’3)
= (ZL’I —+ i) + xs3, 51‘1 + 51‘2 + 51‘3) = (Il + ) + xs3, 5(.171 + I + .173))

(@ +0) + 0 =T+ (T + )
(AQ) ’J—i- U= (ZL‘l, 5[L‘1) + (l’z, 5%2) = (ZEl + T, 51’1 -+ 5:)32) = (ZEl + 132,5(1’1 -+ Ig))
= (I‘Q -+ X1, 5(3?2 + ZEl)) = (IL’Q + xIy, 5ZE2 + 5!131) = (ZEQ, 51’2) + (ZEl, 5ZL‘1) = 17+ U

(A3) 0 €V, pois 0 = (0,5.0) = (0,0).
ﬁ—l— 0= (l‘l, 5ZL‘1) + (0,0) = ((L’l + 0,51‘1 + 0) = (Il + O,5(l‘1 -+ O)) = (ZL‘1,5ZL’1) =u

(A4) Dado i = (x1,5x1), existe (—U) = (—x1, —Hx1) tal que:
ﬁ—f— (—l_[) = ($1,5ZE1) + (—ZEh —51’1) = (£E1,5JZ1) - ($1,5ZE1) = (171 - $1,5ZE1 - 51’1) =
(1 — 21,5(x1 — 1)) = (0,5.0) = (0,0) =0



(ME1) o(i + V) = af(x1,521) + (22, 522)] = a1 + 22, 521 + Hx2) = axy + X2, 5(21 + 29))
a(xy + xa), ab(xy + x3)) = (wy + axe, Saxy + bawy)) = (awy, baxy) + (axe, Saxs)

a(xy,5x1) + axe, 5xe) = atl + ol

(ME2) (o + B)i = (o + B)(x1,521) = ((a + B)z1, (o + B)5z1) = ((a + B)z1,5(a + B)z1)
= (awy + By, baxy + 56x1) = (axy, baxy) + (Br1,5071) = a(xy, bry) + B(x1, 521)

(ME3) (aB)i = (af)(x1,521) = ((aB)z1, (aB)dr1) = ((aB)x1,5(af)z1) = (Bz1, S0B1)
a(fu) = a(B(x1,571)) = a(Bxy, B5x1) = a(fr1,56x1) = (afxy, abfzy) = (afxy, bafxy)

" (aB)i = o(Bu)
(ME4) la = 1.(1’1,51’1) = (1.171, 15ZL‘1) = (IL‘1751’1) =u
Como todas as propriedades sao vdlidas, concluimos que V' € espaco vetorial real.

Exemplo 2 Seja V = R? com as operacoes de adicio e multiplicacao por escalar definidas
por:

Dados @ = (x1,11) e T = (z2,y2) vetores de R? e a € R, defina:
o U+ 7= (x1+T2y1+Yys2)
o ai = (azy,y)

V' com as operagoes definidas acima ndo € um espago vetorial. De fato, dados i = (1,1) € V

e 0s escalares reais 2 e —2, temos que a propriedade (M E2) ndo é satisfeita, ja que
(24 (=2)u=0-(1,1)=(0,1)
¢ diferente de
2.0+ (=2)-u=2(1,1)+ (-2)(1,1) = (2,1) + (—2,1) = (0,2).
Exemplo 3 Seja W = {(z,y) € R? : x > 0}, W € espaco vetorial real?
Note que a condigao (A4) nao € satisfeita, ja que, por exemplo, dado @ = (7,—1) € W,

temos que se existir v = (z,y) € W tal que @ + v = 0, deveriamos ter

O=u+v=(7,-1)+(z,y) = z=-T,y=1,
mas U= (=7,1) ¢ W. Desta forma W ndo é um espaco vetorial real.

Exemplo 4 Seja V = {(z,y,2) € R® : y = 2z ¢ 2 = 3x} com as operagoes de adigio e
multiplicacdo usuais de R3.

Vamos verificar se valem as condi¢oes para V' ser espago vetorial.
Sejam U, e W € V e a,f € R tais que 4 = (x1,2x1,321),0 = (x9,229,315) € W =

(Ig, 2273, 3.113)



(A1) (U+0)+0 = [(x1, 221, 3x1) + (22, 229, 3x2)] + (23, 223, 3x3) = (1 + T2, 221 + 229, 371 +
3.732) + (.1’3, 25[)3, 31'3) = (iL‘l + i) + xrs, 2331 =+ 21‘2 + 2$3, 31’1 + 3552 + 35[)3) = (xl + i) +
xs, 2(1’1 + i) + 1’3), 3(5(71 -+ To + $3))

U+ (U+ W) = (21,2x1,321) + [(2e, 229, 322) + (23,223, 323)] = (21, 221,321) + (22 +
r3, 29 + 223, 3Ty + 33) = (21 + 29 + 3, 221 + 229 + 223, 371 + 32 + 3x3) = (1 + 22 +
x3,2(x1 + x2 + x3), 3(x1 + X9 + T3))

S (U4 0) 4=+ (U + W)

(A2) U+0 = (x1,2x1,321) + (29, 229, 3x9) = (71 + T2, 221 + 222, 31 + 3x2) = (11 + 22, 2(x1 +
To),3(x1 + x2))
U4 U = (29,279, 3x9) + (21, 221, 3x1) = (X2 + 21, 29 + 221, 329+ 321) = (v2+ 21, 2(22 +
71),3(22 + 11)) = (21 + 22, 2(71 + 22), 3(21 + T2))
LU+ U=U+1d

S

(A3) 0 €V ed+0 = (x1,2x1,321) 4 (0,0,0) = (21 40,221 +0, 321 +0) = (21, 221, 321) =

(A4) Dado @ € V, existe —ti = (—x1, —2x1, —3x1) € V tal que @ + (—u) = (a1, 221, 3x1) +
(—x1, =271, —3x1) = (21, 221, 321) — (21,221, 321) = (1 — 71, 221 — 271,321 — 3x1) =
(21 — 21, 2(x1 — 21), 3(x1 — 21)) = (0,2.0,3.0) = (0,0,0) =0

(ME1) o(i + ¥) = af(z1,221,321) + (T2,222,322)] = a(zy + 29,221 + 229,371 + 322) =
a(xy + x9, 2(x1 + 12), 3(x1 + 22)) = (@1 + 29), 2a(1 + X2), 31 + T2))
= (ax1 + azy, 200wy + 2ax9, 3axy + 3aws) = (axy, 20z, 3ary) + (axs, 209, 3wy

= a(x1, 221, 321) + a2, 229, 322) = atl + ot

(ME2) (a+ p)d = (a+ B)(x1,2x1,321) = (a4 B)x1, 2(a + f)x1, 3(a + B)x1)
= (awq + Py, 2ax1 + 2611, 3oy + 3Px1) = (awy, 20wy, 3axy) + (Bxy, 2821, 30x1)

(ME3) (af)i = (af)(x1,2x1,321) = ((af)x1, 2(af)x1, 3(af)x1) = (fxy, 2021, 3afxy)
a(B(x1,2x1,321)) = a(fxy, 2621, 3021) = (afzy, 2afz1, 3ab11)
o

(ME4) la = ]_(271, 2[[’1,31'1) = (1.1)1, 1.2I1, 13£L‘1> = (iL’l,Ql‘l,gZEl) =1
Como todas condigcoes valem, V € espaco vetorial.

Exemplo 5 Seja V = R? com as operacées de adicao e multiplicacdo definidas como seque:

Sejam 4 = (x1,11) e U= (29,y2) €V e a € R.
o (z1,y1) + (22,92) = (x1 + 2, 1)
e axy,y1) = (axq,0)

Observe que V' com essas operagdes nao € um espago vetorial. De fato, dados © = (1,2),0 =
(3,—1) € V' a condi¢ao (A2) ndo é satisfeita, jd que

U+7=(1,2)+(3,-1)=(1+3,2) =(4,2)
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que € diferente de
v+u=3,-1)+(1,2) =3+1,—-1)=(4,-1).

a b
c d

adi¢ao e multiplicagao por escalar usuais em matrizes. Verifique se V € espago vetorial.

ai by
7
Gl —aq

Exemplo 6 SejaV = { [ ] € Moo :a,b,c,de€ R e a+d= O} com as operacoes de

Vamos verificar se valem as condicées para V' ser espaco vetorial.

Sejam A,BeC eV ea,f e€R. Comoa+d=0 entao d= —a e assim, A =

(A1) (A+B)+(J=<

a1 + ag by + bo

ay + az + ag by + bo + b
_Cl + Coy —aq + (—ag)

c1+cyg+c3 —ay+ (—(12) -+ (—ag)

as bg .
Cc3 —Aas

ay + as + as b1+b2+b3
c1+co+cs —((Z1+a2+a3) .

-a b a b a b
A+ (B+C) = 1 1 +< 2 2 |, | 3])
c1 —aq Co —Qg C3 —as
__CL1 by +_a2+a3 by + b3 ay + az + ag by + bo + bs
o - (cot+cs —ax+ (—as3) cg+ct+cs —ap+ (—az) + (—a3)

ay + as + as b1+b2—|—b3
c1+co+cy —(a1+a2+a3) .

S (A+B)+C=A+(B+C).

(o by | faw b | | by+by | lag+ by + by |
(AQ)A—{—B: aq 1 n ag 2 | _ a1 + as 1+ 02 _ a1 + ag 1+ 02
o —a]| | —a] |atce —at(-a)| |ate —(a+a)
(4 by | Jar b | | byttt || by + b |
BiA— as 2 n a1 N as + ax 9+ 01 _ as + ax o + 01
oo —ax| o —an ot+a —axt (—al)_ ta —(ag + al)_

ai + as b1+bg
C1 + Co —(a1 + ag) .

A+ B=DB+A.
(A3) 0 € V.
A—l—O— aq bl 4 0 0 . a1+0 bl+0 . ay bl
c1T —ap 0 0 C1+0 —a1+0 c1T —ai




(A4) Dado A €V, existe —A €V tal que
aq bl T —Qaq —b1 ] _

G —a —C1 —(—al)

At (—A) =

aq =+ (-(11) bl + (—bl) ]
a+(—a) —a+(=(-a))

0 0
0 0|

aq + (05} bl + bg
c1+c —ap+ (—a2)

ai + (—a1) b1 + (—51)_ _ ap—a; by —b
c1 + (—Cl> —aq + al)

cpL—C —a1+a;

)

aaq + aas aby + abs ]

ac) + acy  —aar + (—aas)

_|_
1 —ap

(ME1) o(A+ B) = a< [“’1 b

)

alay +az)  a(by + by)

alcy + ) al—(ag + az))

_ aaq O[bl T [8785) Oébg ] . [al bl +a a9 bg — aA i oB
acp —oap QACy —Qay T —aq Co —Qo
b b b b
(ME2) (a+B)A = (a+8) ay | (a+pBar (a4 B)h aa; + Bay aby + by
. —a (a+ B —(a+ B)ay acy + fe; —aay + (—Pay)
_ |am aby | N pay B —aA 1A
acp —aa Ber —Paq

(ME3) (aB)A = (af) ar b _ [(aﬁ)al (aB)by ] _ [aﬁal a3by ]

¢ —ay (aB)er —(af)ay afic; —afay

Oz(ﬁA) = a(ﬁ ap b > —a lﬁal Bby ] _ [aﬂal a by ]

1 —ap Ber —Bay afe; —afay

c(aBf)A = a(BA).

(MEj) 1.A=1. [al by ] _ ll-al 1.by ] _ [al by

cT —ap 1.01 1.(-@1) cT —ap

= A.

Como todas condi¢oes sao vdlidas, V € espaco vetorial.

b
Exemplo 7 Seja V = { “ € Moo i a,b,c,de R e ad—bc=0,. Observe que V

C

nao € um espaco vetorial com as operacoes usuais de adicao de matrizes e multiplicacao por

1
O)BZOO,
0 0 01

1+0 0+0| |1 0
0+0 0+1| |0 1

escalar. De fato, sejam A,B € V, com A =

0 o|
0 1|

a=1,b=0,c=0,d=1 com isso, a.d # b.c

10

Note que A+ B =
0 0

e A+ B¢V, pois
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Exercicios

Verifique se os seguintes conjuntos sao espagos vetoriais reais.

(1)
(2)
(3)

(4)

(5)

(10)

V ={(z,y,2) € R®: z =1}, com as operacoes usuais de R>.
V ={(z,y,z,w) € R*: x — w = 0}, com as operagoes usuais de R*.
V ={(z,y) € R? : 3z — 2y = 0}, com as operagoes usuais de R?.
—b
b a

V ={(x,y) € R? : y # 0}, com as operacoes de adi¢do e multiplicagao definidas como

€ My :a,be R}, com as operagoes usuais de Ma,o(R).

segue:

Adigao: (w1,y1) + (22, y2) = (21 + T2, Y1Y2).

Multiplicagao: a(z,y) = (ax, y®).

V = R2, com as operacoes de adicdo e multiplicacao definidas como segue:
Adigao: (z1,y1) + (w2, y2) = (221 — 2y1, 51 — 11).

Multiplicagao: a(x,y) = (3ax, —ax).
V ={(z,y,z,w) € R*: y = 2,2 = w?}, com as operagoes usuais de R*.

V = R2, com as operacoes de adicao e multiplicacao definidas como segue:
Adigao: (z1,y1) + (T2, y2) = (71 + T2, Y1 + Y2).
Multiplicacdo: a(z,y) = (a’z, a?).

0
V= { [b g] € Moo :a,be R}, com as operagoes usuais de My,o(R).

V = R2, com as operacoes de adicao e multiplicacao definidas como segue:
Adicao: (z1,vy1) + (x2,y2) = (2129, Yy1Y2).
Multiplicagao: a(z,y) = (az, ay).
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