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Tutoria em Algebra Linear

Modulo 12: Autovalores e autovetores

Ementa: Autovalores e autovetores; polindmio caracteristico; diagonalizacao de opera-
dores.

Objetivos: Calcular os autovalores e autovetores de um operador linear dado e compre-

ender a utilizagao destes na diagonalizacao de operadores.

Dado um operador linear 7" : V' — V| dizemos que ¢ € R é um autovalor de T se existir
um vetor nao nulo v € V tal que T'(v) = cv. O vetor v, neste caso, é chamado autovetor

de T associado a c.

O subespago vetorial de V' definido por
A, ={veV: Tw)=cv}
¢ chamado autoespacgo de T associado a c.

Exemplo 1 O operador R? — R? definido por T(x,y) = (—x,y + 2x) € tal que todo vetor

v=(z,—x) €R?, com x # 0, é um autovetor de T associado ao autovalor ¢ = —1.

Exemplo 2 O operador linear T : R® — R? dado por T(z,y,z) = (x,9,0), tem ¢; = 1
como autovalor de T, cujos autovetores associados sio da forma vi = (x,4,0) € R®, com
2?2 + y? # 0. Outro autovalor de T €é c; = 0, com o0s autovetores associados da forma
c2 = (0,0,2) € R3, com z # 0.

Se dimV =n e T possui n autovalores distintos, entao V' possui uma base formada por

autovetores de T.

Exemplo 3 O operador R?* — R? definido por T'(x,y, 2) = (22,2 + 2,y — 22) tem 3 autova-
lores distintos e 8 € justamente igual a dimensao do espaco: ¢y = 1,c0 = —1 e c3 = —2. Os

autovetores associados a esses autovalores, serdo respectivamente:



2(2,3,1), comz €R e z#0;
2(=2,1,1), comz € R e z #0;
2(=1,0,1), com z € R e z # 0.

Nesse caso, existe uma base 3 do R3 formada por autovetores de T':

6 = {U17U27U3} = {(27 37 1)7 (_27 17 1)? (_1707 1>}

1 Polinomio caracteristico

Sejam T : V' — V um operador linear sobre o espaco vetorial de dimensao finita V', com
dimV = n e a uma base de V. Chamaremos de polindmio caracteristico de 7" o polinomio

definido por
pr(x) = det(zl, — [T]%).

Assim, ¢ € R é um autovalor de T se, e somente se, ¢ é uma raiz de p,(z), isto é, se pr(c) = 0.
Exemplo 4 Encontre o polinomio caracteristico e os autovalores da aplicacio T : R? — R?
definido por T(z,y) = (3x, 3y).

Solucao:
Sendo o, base candnica do R?, teremos que a matriz da transformacao da aplicacio T, serd:

m:[ég]

Assim, podemos obter o polinominio caracteristico da transformacao T, por meio da de-

finicao:
" [1 0]_ [3 O”:Hx O]_ [3 O”
0 1 0 3 0 =z 0 3
r—3 0

pr(x) = det(xl, — [T]) =
= 0 4 3|=@=3)@-3-0=@=-3 (z-3)

Sopr(z) = (z—3)- (v —3).

Os autovalores da transformacgao, poderao ser obtidos por meio de pr(c) = 0. Assim:
pr(e) = (c=3) - (c=3) =0
c—3=0&c¢=3
c—3=0&c=3

c.cp = co = 3 € autovalor de T'.



Exemplo 5 Considere o operador linear T : R® — R? definido por T'(z,y,z) = (bx — 6y —

6z, —x + 4y + 2z,3x — 6y — 4z), determine seu polinémio carcateristico e suas respectivas
raizes.

Solucao:

Sendo « base canonica do R3, teremos que a matriz da transformacdo da aplicacao T, serd:

5 —6 —6
re=1-1 4 2
3 —6 —4

Assim, podemos obter o polinéminio caracteristico da transformacao T, por meio da de-
finicao:

1 00 5 —6 —6
pr(z) =det(zl, —[T])=|z- |0 1 0| — | -1 4 2
0 0 1 3 —6 —4

z 0 0 5 —6 —6

= Oz 0| —1| -1 4 2

0 0 =z 3 —6 —4

-3 6 x+4
=(x—=5)-(x—4) - (r+4)+36+36—(—18(x —4) — 12(x — 5) + 6(z +4))
=2 b5 +8r—4=(x—1) (v —2)°

sopr(@)=(z—1) (x —2)2.
As raizes de pr(z), poderdo ser obtidos por meio de pr(c) = 0. Assim:
pric) =(c—1)-(c—2)*=0
c—1=0&c¢ =1
(c—2P=0&c =2

Exemplo 6 Encontre o polinémio caracteristico e os autovalores do operador T : R? — R2,
definido por T(x,y) = (x + y,x — y).
Solucao:

Sendo o a base canonica do R?, teremos que a matriz da transformacdio de T serd:




Assim, podemos obter o polinomio caracteristico da transformacao T por meio da defini¢ao:

pr(x) = det(a, — [T]) = |- [1 0]_ [1 ! ”

0 1 1 -1
B z 0 1 1
N 0 =z 1 -1
B r—1 -1
N -1 z+4+1

=xz-1)-(x4+1)—1
=’ —1—-1=2>-2
oopr(x) = 2% — 2 e os autovalores da transformagdo, poderdo ser obtidos por meio de
pr(c) = 0. Assim,
pr(c)=c—2=0
=2 c=+V2
C1 = \/5; Co = —\/5

c.ep = \/5; Cco = —V/2 sdo autovalores de T.

2 Diagonalizacao de operadores

Um operador linear sobre um espaco vetorial V' de dimensao finita é diagonalizavel se for

possivel representa-lo por uma matriz diagonal em alguma base de V.

O operador linear T': V' — V possui uma base « tal que a matriz [T]¢ é diagonal se, e

somente se, essa base « for formada por autovetores de T'.

Exemplo 7 Seja o operador linear T : R? — R? dado por T(x,y) = (y,x). Determine
o polinomio caracteristico, autovalores, autovetores e a matriz diagonal, caso exista, da
transformacao T.

Solucao:

Sendo «, base candnica do R?, teremos que a matriz da transformacao da transformacao T

[0y

Assim, podemos obter o polinomio caracteristico da transformagao T por meio da defini¢ao:

NN RN

o pr(z) = 2% — 1 e os autovalores da transformacdo poderdo ser obtidos por meio de

em relacao a base o, serd:

pr(z) = det(xI,~[T]) =

pr(c) = 0. Assim,
pr(c)=c—1=0

4



A=1lec=+/1
cp=1;¢c0=—1

c.c1=1ecy=—1, sao autovalores de T

Agora, determinaremos os autovetores. Logo, para ¢y = 1, teremos que:
Tw)=cve T(,y) =alzy) e (y,2) =1zy) =y

Assim, os autovetores de T associados a ¢y sio da forma: vy = (x,z) = z(1,1). Para

cy = —1, teremos que:
T(v) =cv e T(r,y)=c(z,y) & (y,2) = —1(z,y) & y=—x

Assim, os autovetores de T associados a co sao da forma: ve = (x, —x) = x(1, —1).
Note que a dim(R?) = 2 e os autovetores vy e vy sio linearmente independentes. Entdo

teremos uma base B, para o R?, formada por esses autovetores do operador T':

B = {(17 1)7 (17 _1)}

FEscrevendo as imagens dos elementos da base 3, pela transformacao T, como combinac¢ao

linear dos elementos de (3, teremos:
T(1,1)=(1,1) =1(1,1) + 0(1,—-1)

T(1,-1) = (=1,1) = 0(1,1) — 1(1,-1)

. A matriz diagonal que representa T', com relacao a base [ é:

1 0

0 -1

Exemplo 8 Considere o operador T : R®* — R? dado por T'(z,y,2) = (v +vy,—vy, 2) € a base
canénica 8 = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} do R3. Se possivel, determine:

[T =

1. Polinomio caracteristico de T';

2. Autovalores;

3. Autovetores;

4. Matriz de diagonalizagao.
Solucao

1. Teremos que a matriz da transformacao da aplicagao T em relacdo a base 3, serd:

1 1 0
=10 -1 0
0 0 1



Portanto, o polinomio caracteristico de T', serd:

1 00 1
pr(x) =det(xl, —[T])=|z- | 0 1 0 | — -1 0
0 01 0 0 1
z 0 0 1 1 0
= 0Oz 0]|—1]0 —-120
0 0 =z 0 0

spr(@)=(@—=1)-(z+1)-(x—1)=(z—1)% (z+1).
2. Os autovalores da transformagao, poderdao ser obtidos por meio de pr(c) = 0. Assim,
pric)=(c—1?-(c+1)=0
(c—1P=0c=1
c+1=0c=-1

Note que o autovalor c; = 1, tem multiplicidade algébrica igual a 2, e o autovalor
co = —1 tem multiplicidade algébrica igual a 1.

3. Para ¢y =1, teremos que:

Tw)=cv s T(x,y,z2)=clz,yz2) < (x+y, -y, 2)=1(z,y, 2)
(

rT+y==zx
A —y=Y
| 2=z
.
=x
<< y=0
| # =2

Logo, os autovetores de T' associados a ¢y sao da forma:

vy = (2,0,z) = x(1,0,0) + 2(0,0,1)

Para co = —1, teremos que:

Tw)=cv s T(x,y,2)=clr,y,2) < (x+y,—y,2)=—1(z,y, 2)

rT+y=—x
= —y=-Y
z=—z



Logo, os autovetores de T' associados a co sao da forma:

ve = (z,—22,0) = z(1,-2,0)

4. Note que a dim(R3) = 3 e os vetores que geram os autovetores de T sao linearmente in-

dependentes. Daf, teremos uma base o para o R3, formada por autovetores do operador
T:
a={(1,0,0),(0,0,1),(1,-2,0)}

Escrevendo as imagens dos elementos da base «, pela transformagao T, como com-

binacao linear dos elementos de «, teremos:
T(1,0,0) = 1(1,0,0) + 0(0,0,1) + 0(1,-2,0) = (1,0,0)

7(0,0,1) = 0(1,0,0) + 1(0,0,1) 4+ 0(1, —2,0) = (0,0, 1)
T(1,-2,0) = 0(1,0,0) +0(0,0,1) — 1(1,—2,0) = (—1,2,0)

Portanto, a matriz diagonal que representa T', com relacao a base a é:

0
0

3 Exercicios

(1) Calcule os autovalores das seguintes matrizes:

[3 -1 -3
(a) T=]0 2 =3 |;
0 0 -1

15
(1 -1 0
(¢c)T=|2 3 2|;
11 2
[2 1
d) T = .
wrf2

(2) Verifique se os vetores dados, sdo autovetores das matrizes correspondentes:

(a) U:(_2a1>7 [2 2];

1 3
1 -1 0
(b) v=1(-2,1,3), | 2 3
2



(3) Seja a aplicagao T : R? — R? definida por T'(z,y) = (z + y,z + y), determine seu

polinomio carcateristico e suas respectivas raizes.

(4) Seja T : R* — R? a transformacao linear definida por T(z,y) = (z + 2y,2z + y).
Considere os vetores v, = (2,1),v2 = (—=1,1),v3 = (2,3) e vy = (4,4), identifique os

que sao autovetores de 1" e determine seus autovalores.

(5) Determine o polinomio caracteristico, autovalores e autovetores das seguintes trans-

formacoes:
(a) T:R* > R T(x,y) = (v + 2y, —x + 4y);
(b) T:R® = R® T(z,y,2) = (v +y + 2,2y + 2,2y + 32);
(c) T:R* = R? T(x,y) = (22 + 2y, x + 3y).

(6) Seja T : R* — R? a transformagao linear definida por T'(z,y) = (x + 2y, 3y).

(a) Calcule o polinomio caracteristico de T
(b) Determine os autovalores e autovetores de T';
(c) Determine uma base de R? constituida por autovetores de T'. Qual a representacao

matricial de T nesta base?

(7) Seja T : R? — R? a transformacao linear na base canonica de R? é representada pela

)

(a) Calcule o polinomio caracteristico de T

matriz:

(b) Calcule os autovalores e autovetores de T

(¢) Determine a matriz diagonal.

(8) Seja T : R? — R? a transformagao linear na base canonica de R? é representada pela

o)

(a) Calcule o polinomio caracteristico de T

matriz:

(b) Calcule os autovalores e autovetores de T

(c) Mostre que nao existe uma base de R? constituida por autovetores de T

(9) Seja T : R® — R? a transformagao linear, definiada por T'(z,y,2) = (3z,2y + z,22).

Mostre que nao existe uma base de R? constituida por autovetores de 7.



(10) Seja T : R* — R3 a transformagao linear na base canonica de R? é representada pela

matriz:
9 0 0
3 7 -1
3 -2 8

(a) Calcule o polinomio caracteristico de T
(b) Calcule os autovalores e autovetores de T

(¢) Determine a matriz diagonal.
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