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Tutoria em Algebra Linear

Modulo 3: Matrizes - Parte 11

Ementa: Multiplicacao de matrizes; transposicao de matrizes; matrizes inversas.

Objetivos: Entender a operacao de multiplicacao de matrizes e utiliza-la para entendi-

mento e determinacao de inversas de matrizes.

1 Multiplicacao de matrizes

Dadas duas matrizes A = (a;;j)mxn € B = (bjk)nxp, chamamos de produto de A por B a

matriz C = (¢ik)mxp, onde
n
Cik, = g aij - bjr = ainbi + apbop + ... + aipbpi.
j=1

Exemplo 1 Dadas as matrizes A e B abaizo, determine C = A - B.

ai; Q12
bi1 b2
A= 21 G929 B =
i a ba1 a2 oo
31 32 ).
Solucao:
Antes de realizar o produto entre as duas matrizes, note que o niumero de colunas de A é

1gual ao numero de linhas de B. Portanto, com essa condi¢do satisfeita pode-se realizar o

produto entre as matrizes e determinar C:

a1 - bir + aig - bar  arg - bz + arg - by
C=A-B= az1 - b1y + agg - bar  agy - bia + agg - by
asy - biy + ase - bar  asy - bia + ase - bao

Desta forma, note que a ordem de C é 3 x 2.
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Exemplo 2 Sendo as matrizes D = < 12 39 ) eE = 3 7 , determine se
1x4
5 4 4x2
possivel:
1. F=D-E;
2. G=E-D.
Solucao:

1. Temos que D tem quatro colunas e E tem quatro linhas, logo podemos efetuar a mul-

tiplicagao.
F=D-E=( (14)+(2:0)+(3:3)+(9:5) (1 (-1)+2 )+@:7)+(9-4) )
—(4+0+9+45 —1+2+21+36 ) = (58 58 )

2. Temos que E tem duas colunas e D uma linha, logo nao podemos efetuar a multi-

plicacao entre as duas matrizes, portanto nao € possivel calcular G.

1.1 Propriedades

A multiplicacao de matrizes satisfaz algumas propriedades que serao listadas a seguir. Dadas

as matrizes A, xn, Brxp, Cnxp € Dpxi, temos:

e A-I, =1, A= A (elemento neutro ou identidade);
e A-(B+C)=A-B+ A-C (distributiva a esquerda da multiplicagao);

(B4+C)-D=DB-D+ C- D (distributiva a direita da multiplicagao);

e (A-B)-D=A-(B-D) (associatividade);
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2 Transposicao de matrizes

Dada uma matriz A = (a;;) de ordem m X n, chamamos de matriz transposta de A a
matriz B = (b;;) de ordem n x m, onde b;; = a;;. Indicamos a matriz transposta de A por
Al

Exemplo 3 FEncontre a transposta da matriz H.

hll h12 h13
H = h21 h22 h23
h31 h32 h33



Solucao: Como mencionado na definicao de transposicao de matrizes acima, teremos que

hij = hji; lOgO.'

hir hor hay
H' = h12 h22 h32
his hos  hss

Exemplo 4 Considere as matrizes:

8 9 —6 -0 8 7
I— J=| 14 -2 | x= .
76 2 9 2
6 1
Se possivel, determine L = [I' + J] - K.

Solucao:

Para resolver a expressio acima, deve-se obedecer a ordem das operacoes, ou seja, deve-se
resolver primeiro o que se encontra dentro dos colchetes e logo apds o produto. Além disso, é
importante se atentar para a condicao que hd tanto na adi¢cao de matrizes como no produto,

se satisfizer as mesmas serd possivel definir L.

8 7 ~10 0 -
L=[I'+J K= 9 6 |+] 4 —20 -(92>:
—6 2 6 1
—2 7 - (=2)-847-9  (=2)-7T+7-2
13 —14 -(9 o = B899 BT (12 | =
0 3 0-843-9 0-7+3-2
—16+63 —14+ 14 470
104—126 91-28 | = | —22 63
0+27  0+6 27 6

2.1 Propriedades

Dadas as matrizes A e B de ordem m X n e o ntmero real a, a transposicao de matrizes

satisfaz:
e (A+ B)' = A+ BY;
e (a-A)f=a-AY
e (A-B)! = B'AY;

o (AN = A.



Das defini¢oes de matriz simétrica e matriz antissimétrica, segue que
A é matriz simétrica < A’ = A;

B é matriz antissimétrica < B'= —B.

3 Operacoes elementares com matrizes
Podemos fazer trés operagoes elementares sobre as linhas de uma matriz:

e Permutagao da i—ésima e j—ésima linhas, que denotamos por L; <+ L;.
Exemplo: L, <> L3

0 2 =3 0 2 =3
-2 0 4 ~ 3 -4 0
3 -4 0 -2 0 4

e Multiplicacao da i—ésima linha por um escalar nao nulo k, que denotamos por
Exemplo: Ly — 2- Lo

0 2 -3 0o 2 -3
3 —4 0 ~ 6 -8 0
-2 0 4 -2 0 4

e Substituicao da i—ésima linha pela 1—ésima linha mais k vezes a j—ésima linha, que
denotamos por (L; = L; + k- L;).
Exemplo: L3 — L3+ 21,

0 2 -3 0 2 -3
6 -8 0 |~ 6 -8 0
—2 0 4 —242-0 0422 442-(=3)
0 2 -3
~ 6 -8 0
—240 0+4 4-6
0 2 -3
~|l 6 -8 0
—2 4 -2

4 Matriz inversa

Dizemos que uma matriz quadrada A de ordem n é inversivel (ou invertivel) se existe
uma matriz B tal que
A-B=B-A=1,.
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Neste caso, dizemos que a matriz B é a inversa de A e a denotamos por A™1.

Alguns fatos seguem direto da definicao acima:

e Se A é uma matriz quadrada e existe uma matriz B tal que BA = I, entao A é

inversivel e A~! = B:;

e Se A e B sao matrizes quadradas de mesma ordem inversiveis, entao AB é inversivel
e, além disso, (AB)™' = B~1A~1;

e Nem toda matriz é inversivel.

Exemplo 5

1 2 -2 1
Dado a matriz M = ( 3 4 ), temos que a sua inversa é M~1 = ( )

N
N

4.1 Meétodo para inversao de matrizes

Um procedimento pratico para obtencao de uma matriz inversa, quando esta existir, con-
siste em efetuar operacoes elementares nas linhas de uma matriz dada até obtermos a matriz
identidade. Caso isso seja possivel a matriz dada é inversivel e para obtermos a inversa basta

aplicarmos a mesma sequéncia de operacoes elementares nas linhas da matriz identidade.

Em resumo, fazemos a sequéncia de operagoes elementares simultaneamente numa matriz A
dada e na matriz identidade I de mesma ordem que A. Quando no lugar de A tivermos a
matriz identidade, entao no lugar de I teremos a matriz inversa de A.
[A @ ] — I A
~—~

operacoes elementares

1 2 3
Exemplo 6 Verifigue se N=1 —2 5 —6 | ¢é inversivel.
-3 6 0
Solucao: Utilizando o método para inversao de matrizes mencionado acima,teremos:
1 2 3 :100 1 23 :100
-2 5 =6 : 0 1 0 |—7Le=Lla+2Ly 0 90 2 1 0 | —7Ls—Ls+3L
-3 6 0 : 001 -3 6 0 001
1 2 3 1 00 1 2 3 1 00
0 9 0 2 1 O)—>L2_,éL2 0 1 0 % % 0 |—7ri-»ri1-21L,
0 12 9 3 01 0 12 9 3 01
1 0 3 g —% 0 1 0 3 g —% 0
01 0: 2 & 0|12, 010 2 1 0 (1
012 9 : 3 0 1 009 : 3+ —31



5 2 4 2 1
103: 2 20 1oo: g 2 -1
010: 2 § 0| —L-mLs3L|010: 2 & 0

1 4 1 1 4 1
001 £ —5 & 001: 4 —% 1

4 2 1

9 9 3
R N\ ! 2 1
Nt=| 2 L 9

1 _4 1

27 27 9

7 8 -5 4
Exemplo 7 Verifique se a matriz O = < 9 10 ) e a matriz P = < > sa0 inver-

9 _7
. 2 2
sas entre si.

Solucao: Para que seja verdade O - P =1, basta verificar.

0.P— T8 ) (-5 4 _ 7-(=5)+8-2 7-4+8--1 _
9 10 s -1 9-(=5)+10-9 9-4+10-—

35436 8-28 _(10) _,
45445 36-35) \o0 1) °

e P sao inversas entre si.

N [~1

1 3

Exemplo 8 Verifique se a matriz Q = ( 5 6 > € inversivel.

Solucao: Utilizando o método para inversao de matrizes, teremos:

13 :10 13 : 1 0
i —>L2—>L2—2-L1 - .
2 6 : 01 00 : =21

.. Note que nao foi possivel encontra uma Iy no lugar de Q, portanto nao € inversivel.

5 Exercicios

-3 5 7 11 9 91 0
(1) Sejam as matrizesA=| -2 6 —4 |, B=] 0 7 |eC= ( 5 13 ) de-
16 —10 1 9 3
termine a matriz Y que verifica a igualdade Y = A -B - C.

(2) Considere as matrizes:

1 2 Lol 013 4 24 41
D:( ),EZ 8 20 9 ,F=1 97 54 ,Gz( )e

6 7
—19 54 32 20 21
H— 0o 7 -1
-9 6 0
Quando possivel, calcule o que se pede.

(a) 2D - G + H;
(b) E-F+ G- E;



(c) D-5H+ G - (—=3)F;
(d) Iz - E.
(3) Sejam as matrizes D, E, F, G e H definidas no exercicio (2), verifique as seguintes

propriedades da transposta:

(a) (G+H)' =G'+H;

(b) (2-D)"=2-D%

(¢) (E- F) — FUE!;

(d) (D) =
1 4 -6

(4) Dada a matriz M= | 0 2 —3 | e M* a transposta de M, determine J, tal que

5 —2 -3

J=M? - M.

(5) Use o método para inversao de matrizes para determinar se as matrizes abaixo sdo

inversiveis.
0 —6 —12
(a) 6 0 4 ;
12 —4 0
20 —10
b ;
O )
20
(c) 6 0 2
4 2 -1

6 0 4 2
(6) Sejam as matrizes K = eL = , calule:
5 8 10 8

4
7) Seja a matriz M = 3 , determine:
(7) Sej -

(a) M~
(b)
(c) M
(d)

)

d
(e



10 a2

8) Seia N =
(8) Seja <2x—130

) . Determine o valor de z, tal que N = N*.

50 9 -3

6 8 10 3
(9) Sejam as matrizes O = P = , Q=] 13 1 |eR=]| 25
2 4 4 2 =20 1 9 69

determine a matriz X que verifica a igualdade X = (P + Q%) - (R-O™1).

(10) Verifique se as sentengas abaixo sao verdadeiras ou falsas. Justifique sua resposta.
() Se A é uma matriz triangular superior, entao A’ também serd uma matriz trian-
gular superior;

() Se B é uma matriz trinagular inferior, entao B! ser4 uma matriz triangular supe-
rior;

() O produto de duas matrizes simétricas de mesma ordem é uma matriz simétrica;
( )Se a primeira coluna de C for constituida somente de zeros, o mesmo ocorre com
a primeira coluna de qualquer produto C - D;

() Sejam as matrizes E e F simétricas, entao E-F =F - E;

() Dadas as matrizes G ¢ H, de ordem n, entdao —G - —H = —(G - H);

() Se a primeira linha de I for constituida somente de zeros, o mesmo ocorre com a

primeira linha de qualquer produto I-J.
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