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Lista 2: Transformacoes Lineares

(1) Defina transformagao linear e mostre que se 7' € £(U, V') entao
(a) T(0) = 0;
(b) T(cu+v) =cT'(u)+T(v),comceKeu,vel.

(2) Mostre que T ¢ injetora se, e somente se, Ker(T) = {0}.

(3) Sejam U,V K-espacos vetoriais e T' € £(U, V). Prove que se U = (S) entdao ImT =
(T'(S))-

(4) Verifique se as aplicagoes sao lineares:
(a) T :R? — Py(R), T(a,b) = a+ bx;

(b) T: P(R) — R? T(a+bx) = (a,a — b, b+ 1);

(¢) T:R? = My(R), T(z,y, 2) = ( ; Ciz );

(d) T:R* - R3 T(z,y) = (z+y,y — z,0);

(e) T:R* =R, T(x,y,2) =2 +y — 2;

(f) T : Myn(C) — My(R), T(A) = AB — BA, B € M,(C) fixa;
(g) T: M,(K) =K, T(A) = tr(A).

(5) Considere a transformagao linear T : R? — R? que satisfaz T(1,1) = (—1,2) e
T(-1,1) = (2,—4).
(a) Calcule T(0,1) e T(7,—3).
(b) Encontre, se possivel, (z,y) € R? tal que T'(z,y) = (m, —27).
(c) Determine uma base para cada um dos subespagos Ker(T), Im(T), Ker(T) N
Im(T), Ker(T) + Im(T).
(6) Determine uma base e a dimensdo do niicleo e da imagem da transformacao linear

1 2
T : My(R) — M(R) dada por T'(X) = MX — XM, sendo M = ( 01 )



(7) Seja T : R* — R* uma transformacao linear satisfazendo T'(1,1,1,1) = (0,0,1,1),
T(1,0,1,1) = (0,1,3,3), 7(0,0,1,1) = (0,1,2,2), T(0,0,1,0) = (0,1,1,1). Determine
uma base de cada um dos subespagos Ker(T), Im(T'), Ker(T) N Im(T), Ker(T) +
Im(T).

(8) Consideremos a transformacoes linear T : R® — R3, definida por
T(I,y,Z) = (I_ 2, T+Y— QZ,y— Z)'
Encontre:

a) T(1,-1,2), T(0,1,—1) e T(1,0, 1).
b) Pelo menos um vetor v = (x,y, z) € R? tal que T'(v) = (1,2, 1).
(c) Os subespagos Ker(T'), Im(T) e Ker(T) N Im(T).

(d) Subespagos Wi C Py(R) e Wy C Mayo(R) tais que W seja isomorfo a Ker(T) e

W; seja isomorfo a I'm(T).

(a)
(b)
)
)

(9) Sejam {u,v} uma base de R? e T': R? — P;(R) uma transformagao linear. Mostre que

uma (e somente uma) das seguintes condicoes se verifica:
(a) {T(u),T(v)} é1i;

(b) dim Im(T) = 1;

(c) Im(T) = {0}.

(10) Sejam V um espaco vetorial sobre R de dimensao 3 e 6 = {u,v,w} C V um subcon-

junto de V. Mostre que a aplicagao linear 7' : V' — P,(R) definida por
Tu)=17 Tw)=1—z e T(w) =z +2°
é bijetora e 2B é uma base de V.

(11) Encontre uma transformagao linear T : R® — R? tal que o niicleo seja o plano de

equacao r +y — 2z = 0.
(12) Sejam U,V K-espagos vetoriais e T' € £(U, V). Mostre que:

(a) Ker(T) é subespago de U;
(b) Im(T) é subespaco de V.

(13) Sejam U,V K-espagos vetoriais e T' € £(U,V'). Mostre que T' é injetora se, e somente

se T' leva conujunto Li. de U em conjunto l.i. de V.

(14) Sejam Wi, ..., Wy subespagos de V. Dizemos que W1, . .., W; sdo independentes se
v+ ...+vs=0comuv, € Wy, k=1,...,s implica v, = 0, para todo k =1,...,s.
Mostre que se W = W, 4 ... + W, entao sao equivalentes:



Wi, ..., Wy sao independentes.
W=W&...eW,.
Se By é uma base de Wy, k=1,...,s, entao B=B; U...UDB, é base de W.

a

b

(c
(d) dim W =dimW; + ...+ dim W;.

(a)
(b)
)
)

(15) Sejam V um K-espago vetorial com dim V' = n, B base ordenada de V' e P € M,(K)
inversivel. Mostre que existe uma base B’ de V tal que P é a matriz mudanca de base
de B’ para B.

(16) Sejam A € M, (K), A = (a;j) e
V1 = (CLH, aig, ... ,aln), ey Uy = <CLm1, Am2,y - - - ,amn)

os vetores linhas de A. O posto-linha de A é a dimensao do subespaco W de K"
definido por W = (v1,...,v,). De modo anédlogo definimos o posto-coluna de A.

Mostre que se A € M,,«,(R) entdo existem matrizes inversiveis M e P tais que

I
MAP = s 0
0 0
sendo s o posto-coluna de A e I, a matriz identidade s X s.

(17) Mostre que se U e U’ sao isomorfos e que se V e V' sdo isomorfos, entdo £(U, V) é
isomorfo a £(U’, V).

(18) Seja T': V' — V um operador liner, onde V é um K-espago vetorial. Mostre que se
p(x), a(x) € P(K), entiio

(p-g)(T)(v) = p(g(T))(v), VwveV



