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Lista 1: Conjuntos finitos e infinitos

(1) Mostre, por indugao, que:

(a) 1~2+2.3+3-4+...+n(n+1):"(”+1)<n+2)

, para todo n € N;
(b) 14+ n < 2" para todon € N;
(c) 2™ < nl, para todon >4, n € N.

(2) Considere uma progressao aritmética de razao r e termo inicial ;. Usando indugao,

prove que:

(a) a, = a1+ (n—1)r;

(b) Mostre que a soma .S,, dos n primeiros termos dessa progressao é dada por

n(a; + ay)
Sp=—.
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(3) Uma progressao geométrica de razao g # 1 e termo inicial a; é uma sequéncia ay, as, . .., ay, . . .

an
an—1

geométrica de razao ¢ # 1 e termo inicial a;. Usando indugao prove que:

em que o quociente é sempre igual a ¢, para todo n > 2. Considere uma progressao

(a) an = a1g" "
(b) A soma S,, dos n primeiros termos dessa progressao é dada por

1_n
Sn:al q
l—gq
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(4) (a) Seja A = ( 01 ) . Calcule A? e A? para determinar uma possivel férmula para
A" neN.
(b) Demonstre a férmula encontrada no item anterior por indugao.
(5) Mostre que a™ # a para todo a € N.
(6) Mostre, usando o Principio da Boa Ordenagao (PBO), que:

1
(a) 1+2+3+...+n:@,paratodonel\l;



(12)

(13)

(14)

(b) 1+ mn < 2" paratodon € N.

Use o PBO para provar que qualquer subconjunto dos naturais nao vazio e limitado
superiormente tem um maior elemento. (Sugestao: suponha que cada elemento nesse
conjunto S, seja menor que n. Considere o conjunto de todos os numeros da forma
n—s,onde s € S.)

Mostre que o PBO implica o principio de inducao.
Mostre que z,, = 2"*2 4 327+1 ¢ multiplo de 7 , para todo n € N.

(Desigualdade de Bernoulli) Mostre que (1 + k)" > 1 + nh, para todo nimero
real h tal que h > —1 e para todo n € N.

|
Se 0 < k < n, define-se o “coeficiente binomial” " por (L [ L —
k k El(n — k)!

Mostre que

(a)(kﬁ1>+(2)=<n_]:1>, k#0,n (Relacao de Stifel)

n . .
(b) ( L ) ¢ sempre um numero natural.

Faca uma conjectura a respeito da soma

sn:(g%(q)+<g>+...+(z>,new.

Prove sua conjectura.

Prove que a fun¢ao f: Nx N — N tal que f(1,n) =2n—1e f(m+1,n) =2"(2n—1)

¢ uma bijecao.
Seja I, ={peN: p<n}.

(a) Dados m,n dois nimeros naturais tais que m > n > 0, mostre que nao existe

nenhuma funcao injetora de I, em I,,.

(b) Dados dois conjuntos X e Y respectivamente com m e n elementos, se m > n > 0,

mostre que nao existe nenhuma funcao injetora de X em Y.

Para cadan € N, seja P, = {X C N: |X| =n}. Prove que P, é enumeravel. Conclua

que o conjunto Py dos subconjuntos finitos de N é enumeravel.

Sejam Y enumerdvel e f : X — Y tal que, para cada y € Y, f~!(y) é enumerdvel.

Prove que X é enumeravel.
Mostre que todo conjunto finito possui maximo.

Prove que o conjunto P(N) de todos os subconjuntos dos naturais nao é enumeravel.
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(19)
(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

Mostre que todo conjunto infinito possui um subconjunto (infinito) enumeravel.
Construa uma bijecao do intervalo (0, 1) na reta (—oo, 00).

Um numero real r chama-se algébrico quando existe um polindmio

f(z) = ag+arz+-- -+ a,x™, nao identicamente nulo, com coeficientes inteiros, tal que

f(r)=o.
(a) Prove que o conjunto dos polinémios de coeficientes inteiros é enumeravel.

(b) Mostre que o conjunto dos niimeros algébricos reais é enumeravel.

Seja X o complementar de um conjunto enumeravel de nimeros reais. Mostre que,

para cada intervalo aberto (a,b), a intersecgao (a,b) N X é nao enumeravel.

Defina uma funcao sobrejetiva f : N — N tal que, para todo n € N, o conjunto f~*(n)

seja infinito.

Obtenha uma decomposicao N = X; U Xo U --- U X, U --- tal que os conjuntos
X1, Xs,...,X,,...sao infinitos e dois a dois disjuntos.
Hilbert observou que um hotel com um numero infinito de quartos sempre pode aco-

modar mais hospedes, mesmo se tivermos uma infinidade de novos héspedes e que os

quartos do hotel ja estejam ocupados. Explique como fazer isso.



