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Lista 2: Inducao Matematica
(1) Verifique, por indugao, que as seguintes férmulas sao validas para n > 1:

(@) b+9+134+...+(4n+1)=n
n(n+1

2n + 3);
2n + 1)

(b) 1+4+9+...+n*=

6
() 1-24+2-343-44...+nn+1) =

(2) Considere uma progressao aritmética de razdo r e termo inicial ;. Usando indugdo,
prove que:
(a) a, =a;+ (n—1)r
(b) Mostre que a soma S,, dos n primeiros termos dessa progressao é dada por

n(a; + ay)

Sy = 5

1 1
(3) (a) Seja A = ( 01 ) . Calcule A% e A3 para determinar uma possivel féormula para
A" n e N.
(b) Demonstre o resultado obtido em (a) por indugao.

(4) Mostre, por indugao, que:

(a) 14 n < 2" para todo inteiro n > 0;

(b) 2" < n! para todon >4, n € N;
(5) Utilize indugao e faga o que se pede:

(a) Prove que o nimero de diagonais d,, de um poligono convexo de n lados é dado

por
n(n — 3)
5

(b) Prove que a soma S,, dos angulos internos de um poligono convexo de n lados é

d, =

S, = (n—2)-180°.
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Principio da Boa Ordenacao

1. Mostre usando o Principio da Boa Ordenagao (PBO):

1
(a) 1+2+3+...+n=@, Vo> 1.

Solugao: Considere

1
F={neN: 1+2+3+...+n¢@}.
Temos:
(i) F CZ;
(ii) 1 ¢ F, pois 1 = @ Dai, se n € F entao n > 1. Assim 1 é uma cota

inferior para F;
(iii) Suponha F # (.
De (i), (i) e (4i7) temos pelo PBO que existe ny € F menor elemento de F, isto
é,

ng(ng + 1
1+2+3+...+n0%¥

Assim (ng — 1) ¢ F, pois do contrério terfamos uma contradi¢do com o fato de

e ng<mn, VnekF. (1)

ng ser o menor elemento de F'.

— = -1
(nO 1)¢ 1+2+3+...+(n0—1)—w'
Dai,

+ + 1 +1

(ng—1)(ng)
2

mas isso é um absurdo, pois contradiz (1). A contradigao vem do fato de supormos

1
em (ii1) que F # (). Portanto,F:®61+2+3+...+n:@, Vn> 1.



(b) 1+ n < 2" para todo inteiro n > 0.

Solucgao: Considere
F={neZ':1+n>2"}.

Temos:
(i) F CZ;
(i) 0 ¢ F, pois 1 + 0 =< 2", Dai, se n € F entao n > 0. Assim 0 é uma cota

inferior para F;
(iii) Suponha F # ().
De (i), (i) e (4i7) temos pelo PBO que existe ny € F menor elemento de F, isto
€,

1+ng>2" e ny<n, VneF. (2)

Assim (ng — 1) ¢ F, pois do contrario terfamos uma contradi¢do com o fato de

no ser o menor elemento de F'.
(no—1) ¢ F=1+(ng—1) <2l
Dai,
I+ (ng—1) <2t =1 4ny <2t 41 < 2mot gno=l — 9 gno~l _ gno,

onde a ultima desigualdade segue do fato de que ng > 0, logo ng — 1 > 0 e assim

2m0~1 > 1. Logo concluimos que
I+ No S 2n07

mas isso é um absurdo, pois contradiz (2). A contradigao vem do fato de supormos
em (i7i) que F # (). Portanto, F=0e1+n <2" Vn >0.

2. Defina conjunto limitado superiormente. Use o PBO para provar que qualquer sub-
conjunto dos inteiros nao vazio e limitado superiormente tem um maior elemento.
(Sugestao: suponha que cada elemento nesse conjunto S, seja menor que n. Considere

o conjunto de todos os nimeros da forma n — s, onde s € S.)

Solucao:
Definigao: Dizemos que um conjunto S C R é limitado superiormente se existe um
numero n € R tal que n > s para todo s € S. Nesse caso, n é uma cota superior para

o conjunto S.

Mostremos que, se S € um subconjunto dos inteiros nao vazio e limitado superiormente,

entdo S possui um maior elemento.



De fato, seja S C Z, S # () e suponha que exista um nimero n € Z tal que n > s para

todo s € S. Defina o conjunto F' da seguinte forma:
F={n-s:seS}

Obeserve que por definicao de F, temos F' C Z. Como S é nao vazio, segue que I # ()
e como n > s para todo s € S entdo n — s > 0 para todo (n — s) € F. Logo 0 é uma
cota inferior para F. Dai estamos nas condi¢oes do PBO e dai, existe um (n —sy) € F'

que é o menor elemento deste conjunto, isto é,
(n—sg) €F=5¢€S5 e
n—sg<n—s, VseS=sy>s VseSb.

Portanto sy é o maior elemento do conjunto .S, como queriamos demonstrar.

. Mostre que o PBO implica a 1* forma de inducao.

Solugao: Devemos mostrar que, dada uma fungao proposicional P(n) que satisfaz:

(i) P(1) é verdadeira,
(ii) P(k+ 1) é verdadeira sempre que P(k) for verdadeira.

Entao P(n) é verdadeira para todo inteiro n > 1.

De fato, vamos supor por absurdo que o que queremos provar nao seja verdade, isto
é, existe algum m > 1 tal que P(m) seja falso. Em outras palavras, estamos supondo
que o conjunto

F={neN: P(n) éfalsa}

é nao vazio. Além disso, por construcao do conjunto F', ele é um subconjunto dos
inteiros. Agora note que, por (i), 1 ¢ F, logo se n € F', entdo n > 1 e entdo 1 é uma
cota inferior de F'. Resumindo, temos que

(a) Estamos supondo F # {);

(b) F C Z;

(¢) 1 é cota inferior para F.
Logo, pelo PBO, F possui um menor elemento, digamos ng. Isto é,
ngo<n,vneF e ng€ePF.

Sendo assim, (ng — 1) ¢ F, pois do contrario estarfamos contrariando a minimalidade

de ng. Entao P(ng — 1) é verdadeira.

Logo, por (ii), se P(ng — 1) é verdadeira entao P(ng — 1+ 1) = P(ng) é verdadeira.
E temos um absurdo, pois ng € F e entao P(ng) é falso. O absurdo vem do fato de

estarmos supondo F # (). Dai, F' = () e portanto para todo n > 1, P(n) é verdadeira.



