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Lista 3: Sequéncias e séries

(1) Determine o termo geral a,, das sequéncias a seguir:

111
1o =
(@) L35 16
11 1 1
b) 1—m o
®) L35 "2 120

(2) Dé exemplos de:

a

(

(b
(c
(
(

) uma sequéncia limitada superiormente mas que nao ¢ limitada inferiormente;
a) uma sequéncia mondtona que nao é convergente;

uma sequencia limitada inferiormente mas que nao é limitada superiormente;

uma sequéncia divergente que possui subsequéncia convergente;

b
(c

uma sequéncia limitada que nao é convergente;

uma sequeéncia que nao seja limitada mas que possui subsequéncia convergente.
(3) Se a,, » a e b, — bem R, mostre que:

a) ka, — ka, keR;

(a)
(b) a, + b, = a+ b;
()
)

(d

an,b, — ab;
a, a

b — 7 desde que b # 0.

(4) Mostre que se lim a, =0 e (b,),>1 ¢ uma sequéncia limitada entao lim (a, - b,) = 0.

(5) Seja p um numero real positivo fixado. Mostre que:

400, se p>1 )
. n . " +00, se p>
(a)  lim p" =<1, se p=1 ; (b)  lim r_ :
n—o0 nooo T 0, se 0<p<1
0, se 0<p<1

(6) Em cada um dos itens abaixo, a, ¢ o termo geral da sequéncia (a,),>;. Utilize a

definicao de limite de uma sequéncia para mostrar que lima,, = 3.
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(12)

(13)

3n? +4n

R &
(b) an = M;
nyn+5
an
() an = n+sen(2n)’

Se a,, = v/n?+ 2 —n prove que a,, — 0.

Se0 <a; <leseapy =1—+/1—a,, paratodon > 1, prove que (a,),>1 ¢ decrescente
An41 1
%

com limite 0. Prove também que
an, 2
Se a, — a e b, — b mostre que |a,, — b,| — |a — b|.

Gn+1
an

= a < 1 entao

Mostre que se (a,)n,>1 € uma sequéncia de termos positivos e lim

lima, = 0.

Mostre que as sequéncias abaixo convergem para 0, onde a > 1 e k € N.

Uma sequéncia (ay,),>1 satisfaz 7a, 1 = a3 + 6, para n > 1.

(a) Se a; = %, prove que (a,),>1 ¢ crescente;

(b) Encontre seu limite;

5

(¢) O que ocorre se a; = % oua; = ;.

Sejam a,b € R, com a,b > 0. Mostre que
Va" + b — max{a,b}.

3(1+ay)

, n>1. A sequéncia é monotona?
3+ a,

Calcule lim a,,, sendo a,,1 =

Considere a sequéncia de racionais (a,),>1 dada por

1 3
a; = 3, an+1:§ an+— 1], n>1.

n

(a) Mostre que a, > /3, Vn > 1 (Utilize o fato de que a média arimética entre dois

numeros € sempre maior ou igual que a média geométrica) ;

(b) Mostre que (a,)n>1 ¢ mondtona nao crescente;



(¢) Conclua que (ay,)n>1 ¢ de Cauchy porém nao converge para um nuimero racional.

(16) Coloque V para as afirmacoes verdadeira e F para as falsas. Prove ou dé contra-

exemplos em cada uma das afirmagoes.

(a) () Toda sequéncia limitada é convergente.;

(b) () Toda sequéncia constante é de Cauchy;

(c) () A sequéncia V6,6 +v6,1/6 + /6 +V/6,... é convergente e seu limite é

um numero inteiro;
(d) () Seja (a,,) uma subsequéncia de (ay). Se lima,; = a entao lima, = a;

(e) () A sequéncia (a,),>1, onde a, = %, converge para 1.
= n

o0

(17) O que significa dizer que a série Z a, € convergente?

n=1
o0
(18) (a) Mostre que a série geométrica Z a", com |a| < 1 converge;
n=1
(b) Mostre utilizando uma série numérica que 0,666... = 3

o0
(19) Considere a série numérica g T onde k é uma constante real positiva. Discuta a
. . . n:1 .
convergéncia ou divergéncia da série em termos do parametro k.
2"n!(1 — cosn?)
2-5-8...(3n—1)

(20) Considere a série Z a,, onde a, =

n=1

. Mostre que:

- (3n Y para todo n > 1;

(b) A série Z a, converge.

n=1

(21) Mostre que o termo geral da série Z(\/ n+1—+/n) tem limite igual a zero. A série
n=1
dada converge?

(22) Considere a sequéncia (ay,),>1 definida por

na,

ap = 3; n1 = 5 7 n >

(a) Mostre que (ay,),>1 verifica as condigoes do Teorema da Convergéncia Mondtona;

(b) Calcule o limite;

oo
(¢) O que se pode afirmar sobre a série Z a,?

n=1



(23) Sejam (an)n>1 € (by)n>1 duas sequéncias de numeros reais satisfaendo as seguintes

condigoes:

(i) A sequeéncia (s,),>1, definida para n € N por s, = a; + - - - + a,, é limitada;

(a) Prove que a série E arby converge.
k>1

converge.

—1)*
(b) Utilize o item anterior para provar que a série Z ( k;)
k>1

(24) Verifique se as séries abaixo s@o convergentes ou divergentes.

e}

2
(2) Z n(n + 1);

1
b .
(b) Zlnlog n’

(C) Z 15n+\/n2—1 )
=53 + 2ny/n + 1 — 17

n2—3°

@ S

2n?

sen(3n?
0> e

n!)?
(8) Z 2271))!'

2k -1
ak

(25) Dado um ntmero real a > 1, prove que a série E é convergente e calcule sua

k>1

soma.

(26) Seja (an)n>1 asequéncia de nimeros reais positivos definida por a; = % e any1 = a’+ay,

1
para n € N. Prove que a série Z converge e
k>1 ar +
1
D
o1 Wt

(27) A série
1 1+2 1+2 1+2 1+2 1+
2 3 3 4 4 5 5 6 6

possui termos alternadamente positivos e negativos e seu termo geral tende a zero.

Entretanto é divergente. Por que isso nao contradiz o Teste de Leibniz?
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o0

1 1
28) Most = .
(28) osreque;(a+n)(a+n+l) a+1

(29) O numero e é dado por
: 11 1 ZOO 1

o
- 1
Mostre que, de fato, a série g — converge.
n!

n=0

(30) Seja A um conjunto finito de naturais da forma 2235¢, para algum terno (a,b,c) de

inteiros nao negativos. Prove que

Z£<4.

z€EA



