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Tutoria em Algebra Linear

Modbdulo 10: Transformacoes lineares - Parte 1

Ementa: Definicdo e exemplos de transformacoes lineares; ntcleo e imagem de uma
transformagao linear; teorema do nicleo e da imagem; isomorfismo.
Objetivos: Aprender a provar que uma dada aplicagdo é uma transformagao linear e

calcular seu nicleo e imagem. Entender como se usa o teorema do nticleo e da imagem

em demonstragoes.

Sejam U e V espagos vetoriais. Uma transformacgao linear de U em V é uma aplicagao
T :U — V satisfazendo:

(i) T'(uy + uz) = T'(u1) + T'(ug), para quaisquer uy, us € U,

(ii) T(au) = aT(u), para quaisquer u € U e a € R.

Exemplo 1 A funcio T : R — R, dada por T'(x) = 10z, € uma transformagao linear?

Solugao: Vamos verificar se satisfaz (1) e (i1). De fato, se x1,x9 € a € R, teremos que:
(i) T(x1 + x2) = 10(x1 + x2) = 1021 + 1029 = T'(21) + T'(22)
(ii) T(ax,) = 10ax; = alOx; = aT'(z1)

- T € uma transformacao linear de R em R.

Exemplo 2 Verifique se a funcio T : R?* — R, dada por T(z,y) = x +y € uma trans-
formacao linear.
Solugao: Para tal, deve satisfazer (i) e (i1).

Dado, u; = (z1,y1) € R?, uy = (12,2) € R? e a € R, teremos que:
(i) T(ui+ug) =T (21412, y1+y2) = T1+To+y1+y2 = (v1+y1) + (22 +y2) = T'(ur) +T (uz)
(ii) T(auy) = T(a(z1,11)) = T(ax1,ay1) = ary + ayy = a(ry +y1) = aT'(uq)

- T € uma transformacao linear de R* em R.



Exemplo 3 Seja a aplicagio T : R?* — R? dada por T(x,y,2) = (x —y,y — z), verifique se
€ uma transformacao linear.

Solucao:Vamos verificar se satisfaz (i) e (ii). De fato, se uy = (w1,y1,21) € R®, uy =
(79,90, 20) € R? e a € R, entdo:

(1) T(ur+ug) = T(x1+22,y14+Yy2, 21+ 22) = (x14+22— (Y1 +42), Y1 +y2 — (21 +22)) = (21—
Y1)+ (22 —12), (1 —21) + (Y2 —22)) = (w1 =1, 51 —21) + (X2 — Y2, Yo — 22) = T'(u1) + T (us)

(”) T(aul) = T(a($11y1721)) = T(a$17ay17a21) = (le — ayi,ayr — CLZl) = (a(xl -
yi),a(yr — 21)) = a(x1 — y1, 51 — 21) = aT'(uq)

. T € uma transformacado linear de R3 em R2.

Se T : U — V é uma transformacao linear entre os espacos vetoriais U e V', o nicleo de
T, denotado aqui por N(T'), é o conjunto de vetores de U que sao levados, por T', no vetor
nulo de V, isto é,
N({T)={ueU: T(u) =0}.

O conjunto N (T') assim defnido é um subespaco vetorial de U. Lembramos que uma aplicagao
T é injetiva se sempre que tivermos T'(u;) = T'(uz) entao u; = uy. No caso das transformagoes

lineares, ainda temos que, dada uma transformacao linear 7', vale o seguinte resultado:
T ¢injetiva < N(T)={0}.

A imagem de uma transformacao linear 7' : U — V entre os espagos vetoriais U e V' é
o conjunto

Im(T)=TWU)={Tu) eV : ueU}.

O conjunto Im(T) é um subespago vetorial de V. E lembramos que T' é sobrejetiva se
Im(T)=V.

Exemplo 4 Determine o nicleo e a imagem da transformagdo linear, T : R? — R? dada
por T(xz,y) = (x + y,x,2y).

Solucao:

No niicleo da transformacado estdo todos os elementos do R? que sdo transformados no ele-

mento neutro do R? pela transformacao T, ou seja:

T(z,y) = (x+y,z,2y) = (0,0,0)
=0
Tty { =0
r=0 <
2y =20
Assim, N(T) ={(0,0)} e T € injetiva.

Um elemento do contradominio R3 pertence a imagem de T se for da forma:

y=0

(x +y,x,2y) = (x,2,0) + (y,0,2y) = x(1,1,0) + y(1,0,2)

Logo, Im(T) =[(1,1,0),(1,0,2)].



Exemplo 5 Seja a aplicagio T : R® — R? dada por T(x,y,2) = (x —y — 2,22 — ). Deter-
mine o nicleo, a imagem e verifique se a transformacao linear € injetiva ou sobrejetiva.
Solucao:

No niicleo da transformacdo estio todos os elementos do R3 que sdo transformados no ele-

mento neutro do R? pela transformacao T, ou seja:
T(r,y,2) = (xr—y—2,22—x) = (0,0)
r—y—2z2=0
2z—x =0
Da sequnda equagaodo do sistema, obtemos a varidvel x:
—r =22 1=22
Substituindo o valor de x na primeira equacao, teremos que:
22 —y—z2=02—y=0& —y=—2y==2
Assim, o nicleo da transformagao linear é N(T) = {(2z,2,2);2 € R}, portanto nao é
mjetiva.
Um elemento do contra-dominio R? pertence a imagem de T se for da forma:
(.Z' —Yy—z 2z — ‘1') = iL‘(l, _1) + y(_17 0) + Z<_17 2)

Logo, temos que Im(T) = [(1,—1),(—1,0)(—1,2)]. Vamos escalonar esses geradores da ima-

gem como linhas de uma matriz, para obtermos uma base para a mesma:

1 -1 1 -1 1 -1 1
-1 0 L2—>L2+L14) 0 -1 L3—>L3—|—L14, 0 —1 L3—>L3—|—L2H 0
-1 2 -1 2 0 1 0

~{(1,-1),(0,-1)} € uma base para Im(T) e a dim(Im(T)) = 2 = dim(R?). Como Im(T)
¢ um subespago do R? e tem a mesma dimensao que R?, concluimos que Im(T) = R%. Logo

a transformacao linear € sobrejetiva.

Teorema 0.1 (Teorema do nitcleo e da imagem) Seja T : U — V uma transformagao

linear, onde U tem dimensao finita. Entao
dimU = dimN(T') + dimIm(T).

Do teorema acima, segue que, se T' : U — V ¢é uma transformacao linear entre dois
espagos vetoriais de dimensao finita e dim U = dim V entao para mostrar que T' é bijetiva,

basta mostrar apenas que 7' ¢ injetiva ou sobrejetiva, isto ¢, neste caso
T ¢ bijetiva < T ¢éinjetiva <& T é sobrejetiva.

Uma transformacao linear bijetiva é chamada isomorfismo. Dois espagos vetoriais que

possuem um isomorfismo entre eles sao ditos isomorfos.
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Exemplo 6 Considere a transformacao linear: T : R?* — R? dada por T'(z,y) = (2, +7v).
Verifique se T € bijetiva.

Solucao:

Primeiro vamos verificar se T € injetiva. Desta forma, um elemento (x,y) € R? estd no

nucleo se:
T(x,y) = (2z,z +y) = (0,0)

20 =0 =0
4
r+y=0 y=20
Assim, N(T) ={(0,0)} e T € injetiva.

Para verificar se T’ € sobrejetiva, poderemos utilizar o teorema do nicleo e da imagem. Como
dim(N(T)) =0 e dim(R?) = 2, teremos que:

2=0+dimIm(T) < dimIm(T) = 2

Como a dimIm(T) = dim(R?), temos que T € sobrejetiva.

- T € ingetiva e sobrejetiva, logo T € bijetiva.

Exemplo 7 Mostre que a transformacgdao linear: T : R® — R® dada por T(z,y,z) =
(x — 2y, z,x +y) € um isomorfismo.

Solucao:

No niicleo da transformacado estdo todos os elementos do R que sdo transformados no ele-

mento neutro do R? pela transformacao T, ou seja:

T(x,y,z) = (x—2y,z,x+y) = (0,0,0)

r—2y=0
z=0
r+y=0
Utilizando o método de Guass, para a resolucao do sistema:
1 =2 0 :0 1 =2 0 : 0 1 =2 0 : 0
0 0 1:0fLs=>Ls—Li |0 0 1:0|Ls=Ley |0 3 0°: 0
1 1 0:0 0 3 0 :0 0 0 1 0
1 =2 0 :0 100 :0
Ly 3Ly |0 1 00 0|Lh—Li+2- Lo, |0 10 0
0 0 1 :0 001 :0
Assim, temos que:
x=0
y=20
z=0

Logo, N(T) = {(0,0,0)} e T ¢ injetiva.
Para verificar se T' é sobrejetiva, poderemos utilizar o teorema do nicleo e da imagem. Como
dim(N(T)) =0 e dim(R3) = 3, teremos que:

3=0+dimIm(T) < dimIm(T) =3
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Como Im(T) = R?, temos que T € sobrejetiva.

- T € injetiva e sobrejetiva, logo T € isomorfismo.

1 Exercicios

(1) Entre as fungoes dadas abaixo, verifique quais sao transformagoes lineares.
(a) T:R* = R T(z,y,w,2) = (x —y+w+2,2+2w—22+y+ 3w — 32);
(b) T:R* = R? T(z,y) = (22, y);

(2) Dada uma transformagao linear 7" tal que T'(u) = 5u e T'(v) = u— v, calcule em fungao
de u e v:

(3) Considere a aplicagao T : R* — R? definida por T(z,y) = (y + kx,y + k,z). Verifique

em que casos 1" é linear: k =y, k=0,k=1,k = x.
(4) Determine n e m e a transformagao linear 7' : R" — R™ tal que:
(a) T(1,1,1) = (1,2),7(1,1,0) = (2,3) e T'(1,0,0) = (3,4);
(b) T(1,0,1) = (1,1,0),7(0,1,0) = (1,0,—1),7(0,1,1) = (0,0, 1)

(5) Seja a transformagdao linear T : R* — R? tal que T'(—2,3) = (—1,0,1) e T(1,—-2) =
(0,-1,0).

(a) Determine T'(x,y);
(b) Determine N(T') e Im(T);

(c) T é injetiva? E sobrejetiva?

(6) Encontre uma transformacao linear 7' : R® — R? cujo nicleo seja gerado por (1,2,1)
e (1,1,0).

(7) Encontre uma transformacao linear T : R?* — R3 cuja imagem seja gerada por (1,2, 3)
e (0,1,1).

(8) Seja T': U — R® uma transformagao linear.

(a) Se T é sobrejetiva e dimN(T') = 2, qual é a dim(U)?;

(b) Se T' ¢é injetiva e sobrejetiva, qual é a dim(U)?

(9) Verifique se a transformacao linear T : R? — R?, definida por T'(x,y) = (z — 2y, z +vy)

¢é isomorfismo.



(10) Considere os operadores lineares do R? definidos por T'(x,y, z) = (v —3y—2z,y—4z, 2)
eT(z,y,2) = (x—y—2z,—x+2y+ 2z, —3z). Verifique quais dos operadores lineares
sao isomorfismos.
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