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Tutoria em Algebra Linear

Modulo 9: Base e dimensao

Ementa: Definicao e exemplos de base de um espago vetorial; dimensdo de um espaco
vetorial.

Objetivos: Compreender procedimentos para determinar a base de um espago vetorial.

Saber verificar se um dado conjunto é ou nao uma base de um dado espago vetorial.

Seja V um espago vetorial. Um conjunto B = {vy, v, ...,v,} C V é uma base do espago

vetorial V' se:
(i) B é LI,
(ii) B gera V.
Além disso, se V possui uma base com n vetores, dizemos que V tem dimensao n e indicamos

por dimV = n. O espacgo vetorial {6} tem dimensao zero.

1 Propriedades

Se B = {vy,vs,...,v,} for base de um espago vetorial V', entao todo subconjunto de
V' com mais de n vetores é LD;

Duas bases quaisquer de um espaco vetorial V' tém o mesmo nimero de vetores;

Se B = {vy,vs,...,v,} é uma base de um espaco vetorial V', qualquer vetor v € V' se

escreve de maneira Unica como combinacao linear dos vetores de B;

Se W é um subespaco vetorial de V' entao dimW < dimV e a igualdade s6 ocorre se

W =1V,



2 Exemplos

Exemplo 1 Mostremos que {(1,0),(0,1)} € uma base do espago vetorial R.

De fato, o congunto {(1,0),(0,1)} € linearmente independente, jd que a equagdo
a1(1,0) + a(0,1) = (0,0)

56 é vdlida para oy = an = 0. Além disso, o conjunto gera todo o R%. Para mostrarmos que
gera, basta mostrarmos que qualquer vetor v = (z,y) € R? pode ser escrito como combinagdo
linear de {(1,0),(0,1)}.

(z,y) = =(1,0) +y(0,1)

Logo, {(1,0),(0,1)} é uma base de R*. E portanto a dimensao de R* é igual a 2.

Exemplo 2 Seja B ={(1,1),(0,1)}. Determine se B é uma base para R

Primeiramente, temos que verificar se o conjunto é LI. Tomando a equacao

ap(1,1) + a(0,1) = (0,0) =

o] = 0
=
a1+ o = 0
O sistema tem solugdo unica: oy = ag = 0. Logo, B ={(1,1),(0,1)} é LI

Além disso, precisamos verificar se {(1,1),(0,1)} gera todo o R?. Note que, todo vetor

v = (z,y) € R? pode ser escrito como combinagao linear de B.
Assim, {(1,1),(0,1)} € uma base para R

Exemplo 3 Seja B ={(2,1),(1,0),(0,1)}. Determine se B é uma base para R?.

Note que, podemos escrever o vetor (2,1) como combinagao linear de (1,0) e (0,1) da

sequinte forma:
(2,1) =2(1,0) + 1(0, 1)

Portanto, temos que B = {(2,1),(1,0),(0,1)} ndo é LI, logo ndo pode ser uma base para
R2.

Exemplo 4 Seja {1,7 — 1,2% — 3z + 1}. Verifique se o conjunto é uma base para Py(R).

Primeiramente, temos que verificar se o conjunto ¢ LI. Tomando a equacdo

a(l) + Bz —1)+~y(2* =3z +1) =04 0z + 02* =



=a+pr—pF+v? =3y +y=0+0r+ 0> =
= (@ =B +7)+ (B =37z + 2" =04 0z + 0z,

obtemos o sequinte sistema:

a—F+v=0 a—pF+0=0 a=0
B—3v=0 = 5—-30=0 = 6=0
=0 =0 7=0

Como o sistema tem somente a solugcao trivial, concluimos que o conjunto € linearmente

independente.

Além disso, precisamos verificar se {1,z —1,z* — 3z + 1} gera todo o conjunto Py(R). Note

que, todo polinémio ax® + bx + ¢ € Py(R) pode ser escrito como combinagdo linear de B.

az® +bx+c=a(l)+ p(x —1) +y(2* — 3z + 1).

2—23 L v=8-8a [ b+3a=8 [ b+3a=5
B 7 c=a—pF+a c=a—LF+a
c=aw

Temosc=a—b—3a+a= a=c+b—2a, coma,b,c € R. Logo, {1,z —1,2> -3z + 1} é
uma base para R?. E dim Py(R) = 3.

-1 1 11 0 0 0 0
0 0| |0 ol [t 0] |0 1
Primeiramente, temos que verificar se o conjunto é LI. Tomando a equagao

-1 1 11 0 0 0 0 00
aq + a9 + oy = ,
0 0 0 0 10 01 0 0
—Qq + Qg = 0

obtemos o sequinte sistema:
a1+ ay =0 a9 = O
j {

Exemplo 5 Seja B = { } Determine se B é uma base

para Ms(R).

+ o3

OégIO a1 — —Qo

054:0

Note que, o sistema so tem solucao quando oy = ag = ag = ay = 0. Logo, o conjunto B ¢é

linearmente independente.

Além disso,
a b b—a 11 00
= +C
[c d] 2 0 O] [1 0

logo B gera My(R). Portanto B € base de Ms(R) e dim My(R) = 4.
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Exemplo 6 Seja B ={(1,2,1),(1,3,0),(0,1,—1)}. Determine se B é uma base para R>.

Note que, podemos escrever o vetor (0,1, —1) como combinagao linear de (1,2,1) e (1,3,0)

da sequinte forma:
(0,1,-1) = 1(1,3,0) — 1(1,2,1)
Portanto, temos que B = {(1,2,1),(1,3,0),(0,1,—1)} € linearmente dependente, logo ndio

pode ser uma base para R3.

Exemplo 7 Seja B ={(0,1,2),(1,1,1),(0,2,0),(2,5,4)}. Determine se B € uma base para
R3.

Note que, podemos escrever o vetor (2,5,4) como combinagdo linear de (1,1,1),(0,1,2) e (0,2,0)
da sequinte forma
1(0,1,2) +2(1,1,1) + 1(0,2,0) = (2,5, 4).

Portanto, temos que B = {(0,1,2),(1,1,1),(0,2,0),(2,5,4)} € linearmente dependente.

Logo, nao pode ser uma base para R3.

Exemplo 8 {1,z,2% ....2"} é uma base para o espago vetorial dos polinémios de grau me-

nor ou igual a n, P,(R), conhecida como base canénica de P,(R).

E de fato, o conjunto {1,z,2?, ...,2"} € linearmente independente uma vez que vale a
equUacao:
ay + o + asx® + ...+ apx” = 04 0x + 022 + ... + 0"

somente quando oy = g = ... = a, = 0, pois dois polinomios so sao iguais se todos 0s

coeficientes correspondentes sao iguais.

Também verifica-se que {1,z,2>, ...,x™} gera todo o espaco de polinémios de grau menor
ou igual que n, uma vez que qualquer p(z) € P,(R) pode ser escrito como: By + fax + B3x* +
oo+ Buz™. Logo, {1,z,2% ...,2"} € uma base de P,(R). Além disso, dimP,(R) =n + 1.

3 Exercicios

Determine quais dos seguintes subconjuntos formam uma base para os determinados espacos

vetoriais.
(1) S={(1,1,1),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} C R3.
(2) S = {23:2 +x—4,2% -3z + 1} € P (R).

(3) S={(1,0,-1),(1,1,1),(0,0,0)} C R3.

poa B s o 3o b2 oo e
WA=l 6| |=s o |-12 2| |2 4 2(R).
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(6) S ={1,2,22} C Py(R).

(7) S ={(2,0,1),(3,1,1)} C R,

(8) S={2,1—z,22%+ 2 —1,2% — 222 — 3} C P4(R).

(9) S ={(1,0,1,3),(2,0,1,0),(1,1,1,1)} C R*.

(10) S={1+ =z, — 2% 1+ 2z — 2%} C P(R).
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