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PREFACIO

O propésito dessas notas de aula é fornecer um material de apoio sucinto e objetivo
para a disciplina de Andlise Matemdtica que compoe a grade de disciplinas obrigatérias do
curso de licenciatura em matemética da Universidade Federal do Espirito Santo, campus de
Alegre. Sendo assim, o principal foco foi cobrir todo contetido de tal disciplina, e portanto,
topicos comuns de andlise real, como derivadas e a integral de Riemann nao serao contem-
plados neste material, por nao fazerem parte da ementa da disciplina em questao.

Ressaltamos que para uma melhor compreensao do conteido e um aprofundamento
maior dos topicos aqui apresentados, o aluno devera, sempre que possivel, consultar as re-
feréncias bibliogréficas indicadas.

Essas notas foram iniciadas apds a primeira experiéncia do autor ministrando a disci-
plina no primeiro semestre de 2019 e sua necessidade mais imediata se deu devido a aprovagao
de um semestre emergencial de ensino remoto na UFES a partir de setembro de 2020 em
funcao da pandemia causada pelo corona virus e que impossibilitou a continuidade do ensino
presencial.

E importante ressaltar ainda que este material estarda sempre em construcao, portanto,

quaisquer correcoes, sugestoes e comentarios serao bem recebidos a fim de tornar o mais
completo possivel, visando atender aos estudantes da disciplina.

Alegre, setembro de 2020.

Victor Martins



INTRODUCAO

No curso de Analise Real temos por objetivo revisitar os conceitos desenvolvidos no
Caélculo Diferencial e Integral. Apds um primeiro estudo dos conceitos basicos nos cursos
de célculo, existe uma necessidade de obter formulacoes mais rigorosas e precisas das ideias
intuitivas até entao vistas. Em resumo, buscamos fazer um estudo dos niimeros reais e das
funcoes reais.

Neste curso, nosso objetivo é fazer uma pequena introducao de um curso de Analise Real
em uma Variavel. Com isso, temos como meta o estudo das fungoes continuas. Iremos breve-
mente apresentar a definicao de conjuntos enumeraveis e nao-enumeraveis, apresentaremos
o conjunto dos numeros reais concluindo que este, ¢ um corpo ordenado completo arqui-
mediano. Alguns conceitos topoldgicos serao definidos e apresentados, especialmente com o
objetivo de apresentar a definicao de continuidade utilizando conjuntos abertos. Também
estudaremos sequéncias e séries e utilizaremos as sequéncias para apresentar a definicao qua-
litativa de continuidade.

A respeito do rigor matematico é importante salientar que diferente de uma disciplina de
calculo estaremos mais interessados nos detalhes das defini¢oes, construgoes, demonstracoes
e resultados. Neste sentido é importante diferenciarmos alguns termos comuns no contexto
matematico: axiomas, proposicoes, teoremas, lemas, corolarios.

e Proposicao: é uma sentenca declarativa, que pode ser verdadeira ou falsa. A prova
costuma ser simples e tende a ter uma importancia menor;

e Axioma: é uma sentenca ou proposicao que nao é demonstrada. E considerada como
Obvia ou como um consenso inicial necessario para construgao de uma teoria. E aceita
como verdade inicial e assim, utilizada para deducao de novas verdades. Pode-se
facilmente nomear um axioma como um postulado ou uma hipétese;



e Teorema: é uma proposicao com valor mais reconhecido em matematica. Tem maior
importancia;

e Lema: ou pré-teorema, é uma proposicao que serve para provar um teorema. Lema
e teorema as vezes se confundem, depende do autor e do contexto. Alguns lemas
importantes servem para provar mais de um resultado, como por exemplo o Lema de
Gauss ou o Lema de Zorn;

e Corolario: é uma consequéncia imediata de um teorema ou definigao.

Provar teoremas é a principal atividade de matematicos e justificar os resultados é o
trabalho no curso de Anélise.

Apesar de poucos pré-requisitos oficiais para se cursar a disciplina de Andlise Ma-
tematica, subentende-se que existe quase um curso todo de base. Logo conceitos e resultados
de outras disciplinas devem e serao utilizados o tempo todo neste material. Neste sentido
inciamos com uma breve lista de exercicios de revisao de alguns conceitos béasicos de ma-
tematica.

Exercicios de revisao

(1) Assinale V para verdadeiro e F para falso:

b

—~~ o~~~
o o

o

3=1{3
0 € 0:;
3 € {3}
0= 0;
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(f 4 € {{4},4};
(g 3 C {3}
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{2,8} C {2,8,9}.
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(2) Sejam A ={1,3,5,7,9}, B=1{1,2,3,4,5,6} e C = {5,6,7,8,9,10} e denote por p(X)
o conjunto das partes de um conjunto X dado. Determine:



(¢) p(C);
(d) p((AUB)NC).

(3) Sejam A={z:z€R e 2°~1>0}eB={z:2€R e z+1 >0} Determine:

(4) Mostre que:

(a) AU(B—A)=AUB;
(b) ACc Bs ANBY =0.

(5) Mostre que Q(i) = {a+bi: a,b € Q} é um corpo.

(6) Dados uma fungao f : R — R e subconjuntos X,Y C R, a imagem direta de X,
denotada por f(X) é o conjunto f(X) ={y € R:y = f(z), paraalgum z € X}
e a imagem inversa de Y, denotada por f~}(Y) é o conjunto f~1(Y) = {z € R :
f(z) € Y}. Mostre que se A, B C R entao:

(a) f(ANB) C f(A)Nf(B);
(b) fHANB) = fTH(A) N f71(B).

(7) Fung¢ao par. Uma fungdo f : X C R — Y C R é dita uma funcao par se f(x) =
f(=x), para todo = € X. Verifique se as fungoes a seguir sao pares:
(a) f:R — R,, definida por f(z) = 2%+ 7.
(b) f:R — R, definida por f(z) =
(¢) f:R — R, definida por f(z) = 4senx.
) ) =

(d) f:R — R, definida por f(x oSt

(8) Fung¢ao impar. Uma fungdo f : X C R — Y C R é dita uma func¢ao impar se
—f(z) = f(—=), para todo = € X. Verifique se as fungdes a seguir sdo impares:

(a) f:R — Ry, definida por f(z) = 32% + 1.
(b) f:R — R, definida por f(z) = 3.



sen x
2
(d) f:R — R, definida por f(z) = 8coszx.

(¢) f:R — R, definida por f(z) = —

(9) Seja f: R — R uma fungao. Mostre que:

(a) a funcao g : R — R definida por g(x) = w, para todo = € R, é uma
funcao par;
(b) a funcao h : R — R definida por h(z) = M’ para todo z € R, é uma
funcao fmpar;
f(@) - f(==)

(c) a func¢do j : R — R definida por j(z) = , para todo = € R, é uma

2
funcao par;

(10) Faga o que se pede em cada item a seguir:

a) Mostre que a soma de dua fungoes pares produz uma funcao par.

(a)
(b) Mostre que a soma de duas fungdes impares produz uma fungao impar.
(¢) Mostre que o produto de duas fungées pares produz uma fungao par.

)

(d) Mostre que o produto de duas fung¢oes imapares produz uma fungao par.

(11) Mostre que toda fungao f : R — R pode ser expressa como a soma de uma fungao par
e uma funcao impar.

(12) Dados dois conjuntos nao vazios A e B, define-se o produto cartesiano de A e
B, denotado por A x B, como sendo o conjunto dos pares ordenados com primeira
coordenada em A e segunda coordenada em B, isto é,

Ax B={(a,b): a€ A e be B}.

Mostre que A x (BNC) = (Ax B)N(Ax ().



CAPITULO 1

CONJUNTOS FINITOS E INFINITOS

Uma das nocoes mais importantes em matemdtica é a de conjunto. E algo presente
direta ou indiretamente em todas as definicoes matematicas. Neste capitulo apresentamos
as defini¢oes de conjuntos finitos, infinitos e enumeraveis. Para isso, iniciaremos falando do
conjunto dos nimeros naturais. Para uma breve introdugao sobre conjuntos sugerimos [6] e
para uma breve revisao das técnicas de demonstracoes e notagoes mais usuais em matematica
sugerimos o capitulo 1 de [1].

1.1 Numeros naturais

No século XX houve no mundo todo um movimento conhecido como o Movimento da
Matemdtica Moderna. Tratava-se se um movimento internacional no ensino de matematica
que se baseava na formalidade e no rigor dos fundamentos da matematica. Basicamente,
acreditavam que a matematica necessitava de uma organizacao mais rigida, formal. Neste
sentido, antes mesmo deste movimento estar estabelecido diversos trabalhos de matematicos
dedicados aos numeros, em particular os naturais, tinham o objetivo de “organizar”, os
nimeros naturais, ou seja, obter uma construgao mais formal deste conjunto. O trabalho
mais aceito e polido se deve a Giussepe Pean(ﬂ (1858 - 1932). Ele mostrou que poucos fatos
seriam necessarios para construir toda a teoria dos niimeros naturais.

Apresentaremos de maneira objetiva o conjunto dos nimeros naturais. Ignoraremos,
de certa forma, nossos conhecimentos prévios sobre este conjunto a fim de compreendermos
a constatacao de Giussepe Peano de que a partir de poucos fatos podemos construir toda
a teoria dos numeros naturais, fatos estes conhecidos como axiomas de Peano. Para uma

L Giussepe Peano foi um matemético italiano conhecido principalmente por ter estabelecido um tratamento
axiomatico ao conjunto dos naturais e por ser o fundador da légica simbdlica.
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apresentacao mais detalhada deste conjunto sugerimos a leitura do capitulo 1 de [7].

Inicialmente consideremos trés conceitos primitivos:

e Um conjunto cujos elementos sao chamados niimeros naturais;

e 1 é um elemento do conjunto dos niimeros naturais;

e Uma funcao que para cada n no conjunto dos nimeros naturais associa um outro

elemento no mesmo conjunto chamado de sucessor de n.

1.1.1 Axiomas de Peano
(P1) Dois ntimeros naturais que tiverem sucessores iguais sao também iguais;
(P2) 1 nao é sucessor de nenhum nimero natural;
(P3) (Principio de indugao) Se S é uma colegao de nimeros naturais tal que

(i) 1 estd em S;

(ii) O sucessor de cada elemento de S também estd em S.

Entao S é o conjunto dos ntimeros naturais.

Introduziremos as seguintes notacoes matematicas para facilitar a escrita dos axiomas de
Peano:

N ~~ conjunto dos niimeros naturais;
€~ estd em;

nt ~» sucessor de n.

Assim, podemos reescrever os axiomas de Peano da seguinte maneira:
(P1) Va,beN: at =b" = a=b
(P2) 1#a", VaeN;

SCN
(P3) (i)1esS = S=N
(i) ae S=at €S

Vamos definir em N uma operacao de adicao da seguinte forma:

+: NxN — N
(a,b) — a+b



(i) a+1=a"
(ii) a+ bt =(a+b)"
A definicao acima é uma definicao indutiva, utilizaremos a seguinte notacao:

1+1=1t=2
142=1+1t=(1+1)Fr=2+=3

Uma demonstragao em matemadtica na qual utilizamos o axioma (P3) é chamada uma
demonstragao por inducgao e seu uso mais comum ¢ dado pelo teorema a seguir.

Teorema 1.1 (Principio de indugao) Seja P(n) uma afirmacdo a respeito dos nimeros
naturais tal que

(i) P(1) € verdadeira;
(i) Sempre que P(k) for verdadeira, entao P(k + 1) é verdadeira para todo k > 1.

Entao P(n) € verdadeira, para todo n € N.

Demonstracao: Seja X = {n € N: P(n) ¢ verdadeira}.

Note que X C N por construcao e além disso, 1 € X, pois por (i), P(1) é verdadeira.

Seja a € X, daf a € N e P(a) é verdadeiro. Logo por (ii), P(a™) é verdadeira e dai at € X.
Assim pelo axioma (P3), X = N. Isso significa que P(n) é verdadeira para todon € N. m

Podemos definir, também de maneira indutiva, a multiplicacao em N da seguinte forma:

NxN — N
(a,b) +— a-b

(i)a-1=a
(i) a- bt =a-(b+1)=a-b+a

As operagoes de adi¢ao e multiplicacao nos naturais satisfazem as seguintes proprieda-
des:

e Associatividade: Para quaisquer a,b,c € N temos

(a+b)+c=a+(b+c)
(@a-b)-c=a-(b-c)



e Comutatividade: Para quaisquer a,b € N temos
a+b=b+a
a-b=>b-a

Lei do cancelamento: Para quaisquer a, b, c € N temos

at+b=a+c=b=c
a-b=a-c=b=c

Distributividade: Para quaisquer a, b, c € N temos

a-(b+c¢)=a-b+a-c

Tricotomia: Dados a,b € N exatamente uma das trés alternativas seguintes ocorre:
ou a = b, ou existe ¢ € N tal que a = b+ ¢, ou, entao, existe d € N com b = a + d.

Dados dois ntimeros naturais a e b, escrevemos a < b quando existe ¢ € N tal que b = a + c.
Dizemos, neste caso que a € menor que b. Assim, a tricotomia pode ser reescrita da seguinte
maneira: dados a,b € N, uma e somente uma das trés alternativas ocorre:

ou a<b ou a=0b ou b<a.
A seguir vamos demonstrar uma das propriedades acima, a associatividade da adicao.

Proposicao 1.1 A adi¢ao em N € associativa, isto €, dados a,b,c € N, tem-se (a+0b)+c =
a+ (b+c).

Demonstracao: Fazendo inducao sobre ¢ temos, para ¢ = 1

(a+b)+1=(a+b)T=a+0b"
a+(b+1)=a+0b"

e temos nosso primeiro passo de inducao verificado.

Agora suponha por hipotese de indugao que tenhamos valido o seguinte
(a+b)+k=a+ (b+k), paraalgum £k > 1.
Dai

(a+b)+ kT =[a+b)+ k"t = Ja+(b+k)] =a+O+k)"=a+ (b+k").

=
H.I
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1.1.2 Principio da boa ordenacgao

Seja X um conjunto de nimeros naturais. Um nimero a € X é dito o menor elemento
de X (ou elemento minimo de X) quando a < n( a <n ou a =n), para todo n € X.

E claro que, o menor elemento de um conjunto é unico. De fato, se p,q € X sao menores
elementos de X entao p < ge q < p, logo p=gq.

Teorema 1.2 (PBO) Todo conjunto nao vazio S C N possui menor elemento.

Demonstragao: Seja S C N um subconjunto nao vazio e defina
A={neN: paratodo a<n,a€N entdo a¢ S}

Considere a afirmagcao sobre os niimeros naturais
P(n):n e A.

Note que P(1) é verdadeiro. Afirmamos ainda que existe k € N tal que P(k) é verdadeiro,
mas P(k+ 1) nao é verdadeiro, e, neste caso, k serd o menor elemento de S. De fato, se para
todo k € N tal que P(k) é verdadeiro tivéssemos P(k + 1) verdadeiro, entao pelo principio
de indugao teriamos que P(n) é verdadeiro para todo n € N, isto é, terfamos A = N e dai
S = (), um absurdo. m

Teorema 1.3 Nao existe nimero natural entre 1 e 2.

Demonstracao: Defina
S={reN: 1<z<2}.

Por construcao S C N. Agora suponha S # (), dai pelo PBO existe n menor elemento de
S. Como n # 1, existe a € N tal que a™ = n. Logo a < n e pela minimalidade de n em S,
segue que a =1 ou a > 2.

Se a =1, entdao a™ = 2 e dai n ¢ S, que é uma contradigdo ao fato de n ser menor
elemento de S. Por outro lado, se a > 2, temos 1 < n = at < 2 < a, um absurdo, pois
a™ > a. Portanto S = ) e daf nao existem naturais entre 1 e 2. [ ]

Corolario 1.1 Dado a € N, nao existe nimero natural entre a e a™.

Demonstracao: Se a = 1, o resultado foi provado no teorema anterior. Se a > 1 entao
a—1>1 e daf se existisse m € N tal que a < m < a™, implicaria na existéncia do natural
(m — (a — 1)) entre 1 e 2, contrariando o teorema anterior. [
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1.2 Conjuntos enumeraveis

Pode-se dizer que a teoria axiomatica dos conjuntos comecou com Georg CantOIE] (1845
- 1918) por volta de 1872. Ele provou que o conjunto dos racionais tem uma infinidade de
elementos a menos que os reais. Ou seja, ele provou que o infinito de racionais é “menor”
que o infinito de reais. Isso o levou a investigar conjuntos infinitos em geral, em particular,
quanto a sua cardinalidade, que discutiremos brevemente nesta se¢ao. Para mais detalhes
veja [1] e sugerimos também o capitulo 4 de [3] que apresenta algumas demonstragoes de
maneira mais didatica.

Sugerimos fortemente que, antes de prosseguir os estudos com os formalismos ma-
tematicos envolvendo a enumerabilidade de conjuntos, seja feita uma leitura do artigo “Con-
tando infinitos” do professor Ledo Vaccaro Machado. No texto, o professor Ledo apre-
senta todo o contetddo que discutiremos nesta secao de uma maneira lidica e extremamente
didatica. A leitura deste artigo, portanto, facilitard a compreensao das definigoes formais
que serao apresentadas a seguir.

Definicao 1.1 Dizemos que os conjuntos A e B possuem a mesma cardinalidade se existir
uma aplicagao bijetiva f : A — B. Neste caso, escrevemos |A| = |B|.

A cardinalidade de A é menor ou igual a cardinalidade de B se existir uma aplicacao
injetiva f : A — B, e daf escrevemos |A| < |B].

Teorema 1.4 (Cantor) Qualquer que seja o conjunto A tem-se |A| < |P(A)|, em que
P(A) € o conjunto das partes de A.

O teorema acima nos diz que, dado um conjunto A, sempre existe outro conjunto com
cardinalidade maior que a de A, uma vez que, nao existe aplicacao sobrejetiva de A em
P (A), que também seja injetiva.

Seja I, = {p € N: p <n}, um conjunto X diz-se finito quando é vazio ou existe n € N
tal que | X| = |I,,]. Neste caso, a cardinalidade de X é n. O conjunto X ¢ infinito se nao for
finito, ou seja, se ele contém um subconjunto que esta em correspondéncia biunivoca com N.

Lema 1.1 Se existe uma bijecao f : X — Y entao, dados a € X e b € Y, existe também
uma bije¢iao g : X — 'Y tal que g(a) = 0.

Demonstragao: Seja ' = f(a). Como f é sobrejetora, existe ' € X tal que f(a’) = b.
Defina g : X — Y por g(a) =b, g(a') =¥V e g(z) = f(z) se x € X \ {a,a’}. E claro que g é
uma bijecao. ]

2Georg Cantor foi um matemético nascido na Rissia, mas tendo vivido na Alemanha a maior parte da
sua vida. Entre suas diversas contribuicoes matematicas destaca-se a elaboracao de teoria de conjuntos.
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Teorema 1.5 Se A ¢ um subconjunto proprio de I,,, nao pode existir uma bijecdo f: A —
I,.

Demonstracao: Suponha que o teorema nao seja valido, isto é, existem n € Ne A C I,
e uma bijecao f,, : A — I,,. Considere ny € N o menor natural nessas condigoes, que existe
pelo PBO. Isto é, existe A C I,,, e uma bijecao f: A — I,,,.

Se ng € A, pelo lema anterior, existe uma bijegao g : A — I,,, tal que g(ng) = ng. Dai

9 lavinoy: A\ A{no} = Ing—1

¢ uma bije¢ao do subconjunto préprio A\ {ng} sobre I,,_1, 0 que contraria a minimalidade
de nyg.

Se ng ¢ A entao tome a € A tal que f(a) = ng e a restrigdo de f ao subconjunto préprio
A\ {a} C I,,-1 serda uma bijegao sobre I,,,_1, de novo contrariando a minimalidade de ny.
n

Corolario 1.2 Seja X um conjunto finito. Uma aplicagcao f : X — X € injetiva se, e
somente se, € sobrejetiva.

Demonstragao: Como X é finito, existe n € N tal que | X| = |[,,|, isto é, existe uma bijegao
o1, > X.

Note que f : X — X é injetiva (sobrejetiva) se, e somente se, 1o fo¢ : I, — I, é injetiva
(sobrejetiva). Entao vamos considerar f : I, — I,,.

Suponha f injetiva, dai existe uma bijecao f : I, — f(I,,) e sua inversa f~!: f(I,) — I,
logo pelo teorema anterior devemos ter f(I,,) = I,, e dai segue que f é sobrejetiva.

Suponha agora f sobrejetiva, dai para cada x € I, escolhemos y = g(x) € I, tal que
f(y) = x. Dessa forma definimos uma aplicagao g : I,, — I, tal que f(g(z)) = = para todo
x € I,,. Dal g é injetiva e pela primeira parte da demonstracao, g é sobrejetiva. Assim, para
provarmos que f é injetiva, tome yy,ys € I, tais que f(y1) = f(y2). Existem x1, x5 € I, tais
que g(x1) = y1 e g(xs) = yo e dai temos

r1 = f(g(x1)) = f(yn) = f(y2) = f(g(22)) = 22

e portanto
y1 = g(z1) = g(x2) = ya,

logo f é injetiva. ]
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Definigao 1.2 Um conjunto X ¢é enumerdvel quando € finito ou quando |X| = |N|, isto
¢, quando existe uma bije¢ao de X com algum I, ou com N. Se |X| = |N|, diz-se que X
possui cardinalidade Xq (lé-se: “aleph zero”).

Se A e B sao conjuntos finitos, A C B, A # B, entao |A| < |B|. No entanto, isso
nao é verdade no caso de conjuntos infinitos. Por exemplo, seja P C N, P # N dado por
P =1{2,4,6,...}. Observe que a fun¢ao f : N — P dada por f(n) = 2n, para todo n € N é
uma bijegdo. Logo P C N, mas |P| = |NJ.

Teorema 1.6 Todo subconjunto X C N é enumerdvel.

Demonstracao: Se X é finito, o resultado segue da definicao de enumeravel. Caso contrario,
vamos enumerar os elementos de X da seguinte forma: seja x; = menor elemento de X e
suponha ji definidos z7 < 29 < ... < x,. Defina A,, = X — {z1,29,...,2,}.

Note que A, # (), pois X é infinito, logo pelo PBO, existe x,,.; menor elemento de A,.
Afirmamos que X = {x1,%,...,Zp, Tpi1,...}. De fato, caso contrario, existiria x € X
diferente de todos os x;, dai x € A; para todo i € N, e entdo x seria um numero natural
maior que todos os elementos do conjunto infinito {xy, ..., z,,...}. Mas um conjunto infinito
de nimeros naturais é ilimitado. [ ]

Exemplo 1.1 O conjunto dos nimeros naturais pares e o conjunto dos niumeros naturais
impares sao enumerdveis. (Verifique!)

Corolario 1.3 Seja f : X — Y injetiva. Se Y ¢é enumerdvel entao X também é. Em
particular, todo subconjunto de um conjunto enumerdvel é enumerdvel.

Demonstracao: Como Y é enumeravel temos duas possibilidades:
e Y éfinito. Dai, como f : X — Y éinjetiva, segue que X é finito e portanto, enumeravel.

e Existe uma bijecao ¢ : Y — N. Dal considere a funcao ¢o f : X — N. Como ¢ e f
sao injetivas entao ¢ o f é injetiva. Logo

pof: X —=Im(pof)CN

¢ uma bijecao de X num subconjunto dos naturais, que ¢ enumeravel pelo teorema
anterior.

Corolario 1.4 Seja f: X — Y sobrejetiva. Se X é enumerdvel entao Y também é.
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Demonstragao: Como f é sobrejetiva, para y € Y, existe pelo menos um =z € X tal que
f(z) = y. Escolha para cada y, um x que satisfaca tal condigao e defina

g:Yy — X
y = .

Dados y1,y2 € Y tais que g(y1) = g(y2) temos

g(w) = g(y2) = f(g(v1)) = f(9(y2)) = y1 =y2 = g ¢ injetiva.

Pelo corolario anterior Y é enumeravel. ]

Exemplo 1.2 O conjunto Z dos numeros inteiros € enumerdvel. Defina a sobrejecao

"N —= Z
n—1 ,
, n impar
no— 2,
——, N par.
9’ p

Corolario 1.5 O produto cartesiano de dois conjuntos enumerdveis € um conjunto enu-
meravel.

Demonstracao: Se X e Y sao enumeraveis, existem bijecoes f : N — X eg: N — Y.

Defina
o:NxN — X xY

(m,n) = (f(m),g(n)).
Note que ¢ é sobrejetiva, logo se N x N for enumeravel, o resultado segue do corolério anterior.
Considere a aplicagao
Yp:NxN — N
(m,n) +— 2m.3"
Pela unicidade da decomposigao de inteiros em fatores primos v é injetiva. Logo pelo Co-
roldrio [[.3] N x N é enumeravel. m

Exemplo 1.3 O conjunto Q = {® : m,n € Z, n # 0} dos mimeros racionais ¢ enu-
merdvel. Podemos definir, por exemplo, uma sobrejecao
f:Zx7Z* —Q
(m,n) — =

Corolario 1.6 A reunidao de uma familia enumerdvel de conjuntos enumerdveis € enu-
merduvel.
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Demonstracao: Dados X7, Xy, ..., X, ... uma familia enumeravel de conjuntos enumeraveis,
existem sobrejecoes f1 N — Xy, fo . N— Xo,.... [, ' N—=> X, ...

Seja X = UX“ definimos a sobrejecao f : N x N — X por f(m,n) = f,(m). Como N x N

é enumeravel segue do Coroldrio [1.4] que X é enumerével. n

Teorema 1.7 O conjunto dos nimeros reais nao € enumerdvel.

Demonstragao: Se R fosse enumeravel entao o intervalo (0,1) C R seria enumeravel pelo
Corolério ja que ainclusdo i : (0,1) < R é uma fungao injetiva. Sendo assim, é suficiente
mostrarmos que (0,1) nao é enumeravel. De fato, suponha por contradi¢ao que (0,1) seja
enumeravel. E escrevemos uma enumeracao de (0, 1) da seguinte forma

O, ai1a12a13 ... A1y - - -
0, a9122023 . .. A2y - . .

0, ap1@potpz ... App - - -

onde a;; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Construa o decimal 0, b1babs . .. b, . .. satisfazendo o se-
guinte

b17£a11; 527&%2; cee bn%ann;

Note que 0, b1bsbs3 . .. b, ... nao se encontra na lista enumerada de elementos dada. Portanto,
(0,1) é ndo enumerdvel. n

Observagao 1.1 Na Se¢ao[2.] mostraremos novamente, porém de maneira diferente da que
acabamos de apresentar, que o conjunto dos nimeros reais nao € enumerdvel. La utilizaremos
o teorema dos intervalos encaizantes.

Corolario 1.7 Os irracionais sGo nao enumerdveis.

Demonstracgao: Observe que o conjunto dos niimeros reais é a uniao disjunta do conjunto
dos nimeros racionais, que é enumerdvel como visto no Exemplo [1.3] com o conjunto dos
nimeros irracionais. Logo, se os irracionais fossem enumeraveis, pelo Corolario [1.6] o con-
junto dos ntimeros reais seria enumeravel, contrariando o teorema anterior. [
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1.3 Exercicios

(1) Mostre, por indugao, que:

(a) 1-24+2-3+3-44+...+n(n+1) =

1 2
nn+ ;(n + ), para todo n € N;

(b) 1+ n < 2" para todon € N;
(¢) 2™ < n!, para todon >4, n € N.

(2) Considere uma progressao aritmética de razao r e termo inicial a;. Usando inducao,
prove que:

(a) a, =a1+ (n—1)r;

(b) a soma S, dos n primeiros termos dessa progressao é dada por

n(a; + ay,)
Sp=—7.
2
(3) Uma progressao geométrica de razao g # 1 e termo inicial a; é uma sequéncia ay, as, . .., ay, . . .

an

em que o quociente %2 é sempre igual a ¢, para todo n > 2. Considere uma progressao
—
geométrica de razao ¢ # 1 e termo inicial a;. Usando indugao prove que:

(a) ap = a1¢" %

(b) a soma S, dos n primeiros termos dessa progressao ¢ dada por

1—4q"
S, =a )
T
(4) (a) Seja A= ( (1) 1 ) Calcule A% e A3 para determinar uma possivel férmula para

A" neN.

(b) Demonstre a férmula encontrada no item anterior por indugao.
(5) Mostre que a™ # a para todo a € N.

(6) Mostre, usando o Principio da Boa Ordenagao (PBO), que:

n(n+1)

(a) 1+243+...+n= , para todo n € N;

(b) 1+ n < 2" para todon € N.
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(12)

(13)

(14)

Use o PBO para provar que qualquer subconjunto dos naturais nao vazio e limitado
superiormente tem um maior elemento. (Sugestao: suponha que cada elemento nesse
conjunto S, seja menor que n. Considere o conjunto de todos os nimeros da forma
n—s,onde s € S.)

Mostre que o PBO implica o principio de inducao.
Mostre que z,, = 2”2 4 32"+ é miltiplo de 7 , para todo n € N.

(Desigualdade de Bernoulli) Mostre que (1 + h)" > 1 4 nh, para todo nimero
real h tal que h > —1 e para todo n € N.

n!

Se 0 < k < n, define-se o “coeficiente binomial” ( Z ) por ( Z ) = m

Mostre que

(a)(kﬁl)Jr(Z):(";‘l), k#0,n  (Relacio de Stifel)

(b) ( Z ) é sempre um nimero natural.

Faca uma conjectura a respeito da soma

s=(0)+ (1) (5 )+t () men

Prove sua conjectura.

Prove que a fungao f: Nx N — N tal que f(1,n) =2n—1e f(m+1,n) =2™(2n—1)
¢ uma bijecao.

Seja I, ={peN: p<n}.

(a) Dados m,n dois nimeros naturais tais que m > n > 0, mostre que nao existe
nenhuma fungao injetora de I, em I,,.

(b) Dados dois conjuntos X e Y respectivamente com m e n elementos, se m > n > 0,
mostre que nao existe nenhuma funcao injetora de X em Y.

Para cada n € N, seja P, = {X C N: |X| = n}. Prove que P, é enumerével. Conclua
que o conjunto Py dos subconjuntos finitos de N é enumeravel.

Sejam Y enumeravel e f : X — Y tal que, para cada y € Y, f~!(y) ¢ enumerdvel.
Prove que X é enumeravel.

Mostre que todo conjunto finito possui méximo.



Prove que o conjunto #(N) de todos os subconjuntos dos naturais ndo é enumerével.
Mostre que todo conjunto infinito possui um subconjunto (infinito) enumeravel.
Construa uma bije¢ao do intervalo (0, 1) na reta (—oo, 00).

Um numero real r chama-se algébrico quando existe um polinomio
flz) = ao +a1z+ - -+ a,2", nao identicamente nulo, com coeficientes inteiros, tal que

flr)=

(a
(b

) Prove que o conjunto dos polindémios de coeficientes inteiros é enumerével.

) Mostre que o conjunto dos nimeros algébricos reais é enumeravel.

Seja X o complementar de um conjunto enumeravel de niimeros reais. Mostre que,
para cada intervalo aberto (a,b), a intersec¢ao (a,b) N X é ndo enumeravel.

Defina uma fungao sobrejetiva f : N — N tal que, para todo n € N, o conjunto f~*(n)
seja infinito.

Obtenha uma decomposicao N = X; U Xo U --- U X,, U --- tal que os conjuntos
X1, Xs,...,X,,...sao infinitos e dois a dois disjuntos.

Hilbert observou que um hotel com um ntmero infinito de quartos sempre pode aco-
modar mais héspedes, mesmo se tivermos uma infinidade de novos héspedes e que os
quartos do hotel ja estejam ocupados. Explique como fazer isso.



CAPITULO 2

NUMEROS REAIS

Antes de entendermos um pouco mais sobre a construcao dos nimeros reais é pertinente
fazermos uma contextualizacao historica do processo de formalizagao dos objetos que estu-
daremos neste capitulo. O século XIX foi um periodo em que através de um estudo critico
de fundamentos da matematica foi possivel fazer uma formulacao mais precisa de inimeros
conceitos, e dentre estes conceitos, temos o de niimeros reais. A maioria dos conceitos que
foram formalizados e de certa forma, organizados, neste periodo, ja eram conhecidos desde o
tempo dos gregos, no entanto foi sentida uma necessidade de organizagao de todo esse conhe-
cimento, resultando na chamada matematica moderna. Intimeros matematicos deram cons-
trugoes mais sistematicas dos nimeros reais e dentre essas, as de Cantor e Dedekindﬂ(1831
- 1916) sao as que permanecem até hoje. Eles construiram, de maneira independente, o
sistema dos numeros reais. Seus métodos eram distintos, mas equivalentes. Enquanto o
trabalho de Cantor era baseado em sequéncias, chamadas de fundamentais, Dedekind cons-
truiu os numeros reais através do que chamamos de cortes de Dedekind. Apesar de serem
extremamente interessantes as construcoes de ambos, estamos mais interessados aqui nas
propriedades operacionais dos objetos do que em suas naturezas intrinsecas. Logo, nos base-
amos em objetos ja conhecidos e queremos estabelecer leis operacionais com os novos objetos.
Para uma breve exposicao sobre as construgoes independentes de Cantor e Dedekind sugeri-
mos o capitulo 3 e o apéndice A de [6]. Nosso objetivo neste capitulo é apresentar de maneira
axiomatica o conjunto dos niimeros reais culminando na justificativa de que o conjunto dos
nimeros reais é um corpo ordenado completo arquimediano, assim como apresentado em [4].
Sugerimos também [2] para mais detalhes.

Consideremos os seguintes conceitos primitivos:

IRichard Dedekind foi um matematico alemao conhecido principalmente por seus trabalhos sobre a teoria
de anéis, teoria algébrica dos ntimeros e a construcao de nimeros reais.

19
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e um conjunto de objetos chamados niimeros reais e denotado por R;

e duas operagoes definidas neste conjunto: adi¢ao e multiplicacao

a,beR=a+b,a-beR;

e Positividade: existe um subconjunto P C R, que serd o conjunto dos chamados

numeros reais positivos.

2.1 R é um corpo

Com as operagoes de adi¢ao e multiplicagao dos ntimeros reais consideramos os seguintes

axiomas validos no conjunto dos niimeros reais.

(I) Axiomas da adicao

(A1)

(A2)

(A3)

Para quaisquer a, b, c € R, temos:

Associatividade
(a+b)+c=a+ (b+c).

Comutatividade
a+b=>b+a.

Elemento neutro: existe 0 € R, tal que dado a € R, a + 0 = a.

Observacgao 2.1 O elemento neutro da adigdo € unico. De fato, suponha 0 e 0 ele-
mentos neutros da adicao. Dai

0+0 =0, pois 0 € elemento neutro
04+0 =0, pois 0 ¢ elemento neutro

portanto 0 =040 = 0.

Existéncia do oposto: para todo a € R, existe b € R, tal que a + b = 0. Denotamos o
oposto de a por —a.

Observacgao 2.2 O oposto de a € R € nico. De fato, suponha b e b nimeros reais
tats que

(i) a+b=0

(i) a+b=0

Dai B B - -
b.=b+0 : b+(a+b) = (b+a)+b = 0+b_= b
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(IT) Axiomas da multiplicagao

Para quaisquer a, b, c € R, temos:

(M1) Associatividade

(M2) Comutatividade

(M3) Elemento neutro (unidade): existe o elemento 1 € R\ {0}, tal que dadoa € R, a-1 = a.

(M4) Existéncia do inverso: para todo a € R\{0}, existe b € R, tal que a-b = 1. Denotaremos
o inverso de a € R\ {0} por a™* ou L.

(M5) Distributividade
a-(b+c)=ab+ ac.

Em matematica, um conjunto que satisfaca os nove axiomas enunciados é chamado um
corpo. Portanto, o conjunto dos nimeros reais é um corpo, assim como o conjunto dos
nimeros racionais, por exemplo.

Proposicao 2.1 (Lei do cancelamento da adigao) Se a,b,c sdo nimeros reais tais que
a+b=a+c, entio b= c.

Demonstragao:
at+b=a+c = (—a)+(a+b)=—-a+(a+c)
A4
= (—a+a)+b=(-a+a)+c
Al
= 0+b=0+c
A4
= b=c
—~—

A3

Proposigao 2.2 (Lei do anulamento do produto (LAP)) Sea,b sao nimeros reais tais
que a-b=20, entao a =0 oub=0.
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Demonstragao: Suponha a # 0, dai

a-b=0=a' (a-b)=a'-0
—~
M4

Concluimos essa secao definindo mais duas operacoes em R. Dados a,b € R, definimos
a subtracao de a e b por
a—b:=a+(-b),

e definimos a divisao de a por b, quando b # 0, como sendo

a _
—=a-bh

S

2.2 R é um corpo ordenado

O conjunto dos nuimeros reais ainda satisfaz axiomas relacionados a positividade.

(ITI) Axiomas de ordem

O subconjunto P C R dos ntimeros positivos, satisfaz os seguintes axiomas:

(O1) Tricotomia: Se a € R, entdo uma e apenas uma das condig¢oes ocorre: ou a = 0, ou
ac€Pou-—acP.

(02) a,beP=a+beP.
(03) a,beP=a-beP.

Um corpo satisfazendo estes axiomas é dito um corpo ordenado. A seguir veremos
que essa denominacao faz sentido, ja que através destes axiomas conseguimos definir uma
ordenacao no conjunto dos nuimeros reais. Portanto, o conjunto R dos ntimeros reais ¢ um
corpo ordenado.

Defini¢ao 2.1 Dados a,b € R, escrevemos a > b (lé-se: “a maior que b”) se a — b € P.
Analogamente, escrevemos a < b (lé-se: “a menor que b”) se b—a € P.
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Proposicao 2.3 A relacao “>7 € transitiva.

Demonstracao: Sejam a,b,c € R tais que a > b e b > ¢, provemos que a > c.

a>b e b>c = a—-beP e b—ceP
—~~

e

U
~

(a=b)+(b—-c)eP

{v

02
= a+(-b+b)—ceP
Al

= a+0—ceP

Ad
\:/>_/a—c€P\:/>_/a>c
A3 def

{

{

Observacao 2.3 Uma relacao de ordem estrita é apenas transitiva.

(R,+,+,>) é um corpo estritamente ordenado pela relacao “maior que”. E vamos
utilizar essa relacao de ordem para naturalizar algumas notagoes:

ea>0a-0€PsacP
e 0>be0-beP < 0+ (—b) € P« —be P. Neste caso escrevemos b < 0.
er>ysr—yePesr—y>00<r—ysy<zo
Proposicao 2.4 Sejam a,b,c € R.
(1) a <b< a+c<b+c (compatibilidade da adi¢io com a ordem)
(i1) a <bec>0< ac < be (compatibilidade da multiplicagao com a ordem)

(11i) a <bec<0<ac>be
1

(iv) c>0=->0
c

Demonstracgao:
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a<b=b—a>0=b+(c+—-c)—a>0
= (b+c)—(a+c)>0
=b+c>a+c
=a+c<b+c

(i)

b—a>0 e ¢>0=(b—a)-c>0

03
= bc—ac>0
= be > ac
= ac < be
(iii)
a<b e c<0=b—a>0 e —c>0
= (b—a)(—c) >0

03
= b(—c) + (—a)(—c) >0
= —bc+ac >0

= ac—bc >0

= ac > bc

(iv) Como ¢ # 0 entdo existe 1 # 0 real tal que ¢- 1 = 1. Portanto por (O1), £ > 0 ou

% < 0. Entretanto, se % fosse menor que zero, teriamos

1
—c<0-c=1<0,
c

que é um absurdo. Portanto % > 0.

Podemos definir em R uma ordem parcial como segue.

Definicao 2.2 Dados a,b € R, dizemos que a é menor ou tgual a b e denotamos a < b
se e, somente se a < b ou a =b.

E facil ver que assim definida a relacao acima é reflexiva, antissimétrica e transitiva.
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2.3 Valor absoluto

Seja a € R, definimos o valor absoluto de a e denotamos |a|, como sendo a distancia,

na reta real, de a até o 0, isto é,

la| = a, se a>0
| —a, se a<0O.

Propriedades do valor absoluto

VA1)
VA2

(
(VA2)
(VA3)
(VA4)
(VAS)

(VA6)

(VAT)

|z| > 0, para todo = € R;

x < |z|, para todo = € R;

| — x| = ||, para todo = € R;
|z|* = 2? (|z| = Va?), para todo x € R;
|z - y| = |z| - |y|, para todos z,y € R;
Demonstracao:
=yl o Vay)? = Vot P = ViV = el -l
VA4 -
]
1 ~
‘— = —, para todo y € R nao nulo;
yl 1yl
Demonstracgao:
‘1 [1 V1 1
- — —2 == e _
Yihva VY ViR T
]
z| _ J«l
- | A para todos x,y € R com y nao nulo;
Y Y
Demonstracao:
T 1 1 1 |2]
P RS P REE R )
Y Y195 Y1356 Yy y
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(VA8) Sejam a,x € R com a > 0, entao

z] <ae —a<z<a.

Teorema 2.1 (Desigualdade triangular) Se x,y € R entdo
|z +y| < [z + [yl
Demonstragao: Temos
[Z[ 22 e lZy=la[+lyl =2ty

e ainda
2| > —2 e |yl >—y=|z[+y>-r—y=—(z+y).

Portanto
lz| + |y| > max{z +y,—(z+y)} = |z +yl.

Corolario 2.1 Para quaisquer x,y € R, |x —y| < |z| + |y|.

2.4 R é um corpo ordenado completo arquimediano

Observe que até este momento o corpo dos nimeros reais nao é o unico que satisfaz
todas as nossas construcoes anteriores. Por exemplo, o conjunto Q, dos niimeros racionais,
satisfaz todos os axiomas que enunciamos até este momento, sendo assim, Q também é
um corpo ordenado. Nesta se¢ao iremos deixar claro porque estamos fazendo toda a nossa
construcao com os nuimeros reais e nao com os racionais. Veremos que apesar de muitas se-
melhancas, o conjunto dos racionais nao é completo, no sentido que definiremos mais adiante.

Um numero real ¢ é uma cota superior de A C R se x < ¢, para todo x € A. Se existe
uma cota superior para A, dizemos que A ¢é limitado superiormente, isto é,

A é limitado superiormente < 3 c € R : x < ¢, para todo = € A.

A menor cota superior de A chama-se supremo de A. Assim, se ¢ € R e ¢ é o supremo de
A, significa que:

o ©<¢ Vae A (céuma cota superior de A);

e Se « é cota superior de A, entdo ¢ < « (¢ é a menor cota superior de A).
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Denotamos o supremo de A por supA.
De maneira anéloga, ¢ € R é uma cota inferior de A C R se x > ¢, para todo z € A
e, se existe uma cota inferior para A, dizemos que A é limitado inferiormente, ou seja,

A é limitado inferiormente < d c € R: x > ¢, para todo = € A.

A maior cota inferior de A chama-se infimo de A e a denotamos por infA. Assim, se c € R
é tal que ¢ = infA, temos:

e x> Ve A
e se 3 é cota inferior de A entao 3 < c.

Definicao 2.3 S C R é limitado se for limitado superiormente e inferiormente.

Observacao 2.4 Se S C R entao sao equivalentes:
o S ¢ limitado;
e Ja,beR: a<x<bVxres;
e IM>0: 2| <MVzeS.

Proposicao 2.5 O supremo de um conjunto quando existe é unico.

Demonstracao: Sejam a e b supremos de A C R. Assim a e b s@o cotas superiores de A.
Por um lado, a é supremo e dai é a menor das cotas superiores, logo devemos ter a < b. Por
outro lado, b é supremo, logo temos b < a. Portanto a = b. ]

Axioma do completamento

O axioma do completamento ou postulado de Dedekind (PD) tem o seguinte
enunciado:

Todo conjunto nao vazio de numeros reais que tem uma cota superior tem supremo.
Em simbolos temos:
ACR, A#0) e JaeR: z<a,VxeA=3TceR: c=supA.

Dizemos que R é completo pois vale o postulado de Dedekind, ao contrério, por exemplo
dos racionais. Observe que até aqui, tudo o que foi construido para os nimeros reais vale
para os racionais, no entanto no conjunto dos racionais nao é verdade que todo subconjunto
nao vazio e limitado superiormente possua supremo racional, como veremos no Exemplo
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Exemplo 2.1 Vamos analisar o intervalo (0,5] = {z € R: 0 < x <5}. Temos
o (0,5] C R;
e 4€(0,5], logo (0,5] # 0,
e (0,5] € limitado superiormente, pois se x € (0,5] entao x < 7.

Portanto pelo PD eziste ¢ = sup(0,5],¢ € R. Em particular, ¢ € cota superior, logo 5 < c.
Vamos supor que 5 fosse menor que c, dai teriamos

545 5
BB <btems 212 2FC
2 2
e
5+c¢c c+ec
St+e<c+c= < .
2 2
Dai
5+5<5+c<c+c:>5<5+c<c
2 2 2 2 '
5+c¢ ‘ . ‘ . ,
Logo seria uma cota superior para (0,5] e seria menor que c. Um absurdo, pois ¢ € a

menor das cotas superiores. Portanto, ¢ = 5.

Definicao 2.4 Dizemos quem € A C R € o mdximo (minimo) de A se m € cota superior
(inferior) de A.

Observagao 2.5 FE claro que, se A possui mdzimo (minimo), entdo seuw mdzimo (minimo)
serd o supremo (infimo).

Exemplo 2.2 Vamos analisar agora o conjunto A={x€Q: z>0 e z*<2}.

Observe que A # (), pois 1 € A, jd que1 € Q, 1 >0 e 12 =1< 2. E, por construcao,
ACcQcCR.

Mostremos primeiramente que A nao possui mdzrimo. Para isso, dado a € A, vamos
mostrar que sempre € possivel encontrar outro elemento em A que seja maior que a.

Observe que, se a € A entdo a —I—% €EQea +% > 0 para qualquer n € N. Resta

considerarmos um n € N tal que (a + %)2 < 2. Mas,

1\?2 1 1 1 1 2 + 1
<a—i——) :a2+2~a-—+—2§a2—|—2-a~—+—:a2+ ot .
n n n mn n n
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Logo € suficiente escolhermos n € N que satisfaca

2a +1 2a +1 9 2a+1
<2< <2—a"&n>

a2~|— 2"
n n 2—a

Por exemplo, para a = 1,41, devemos escolher qualquer n € N que satisfaca

S22 LAt 391 008

n>—————=mn :

2 — (1,41)2 ’

Portanto, dado a € A, a nao é mdximo de A pois a + % € A e € maior que a, para todo

n €N, comn > 5 Logo A nao tem mdzimo.

_a2'

Mostremos agora que A possui supremo, mas este supremo nao pertence a Q. Para
garantirmos a existéncia do supremo real, resta mostrarmos que A € limitado superiormente.
O que de fato ocorre, pois para todo v € A, > <2 < 2,25. Dai

2 —2,25<0=2"—(1,5)0’<0=(z+1,5)(z—-1,5)<0=2—-1,5<0=2<1,5,
0
>

logo 1,5 € cota superior de A. E entao pelo postulado de Dedekind, existe c = supA € R.

Vamos supor que ¢ € Q. Jd provamos que A nao tem mdzimo, logo ¢ ¢ A e portanto
devemos ter ¢> > 2. Se ¢® fosse maior que 2, teriamos

A+ 242

2 2 2
+c° > 2 = >
C C +c 5 5

‘ 2492 242

Pirosoqors C 2t e

2 2
dat
c2+02>2+c2>2+2: 2>c2+2>2:>2<c2—|—2
c - c.
2 2 2 2 c 2c
2
E como ¢ € supremo de A, entdo nao € cota superior de A. Logo existe r € A tal que
c
2+ c? ,
ro> . Daf temos
c

2o <2+c2)2 _ 44 4c% + ¢
2c 4c2
A4l + 48
N 4c?
(2—c%? 82
4c2 4c2
2-¢c)°

=z +2=12>2 (Absurdo, pois r € A).
c
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a

Logo deveriamos ter ¢ = 2. Como estamos supondo ¢ € Q, temos que ¢ = 7 coma eb

primos entre si. Dai

2
a
02:¥:2:>a2:2b2:>a262 eépa’r =a épa,r’

dai a = 2k, com k € Z e entao

2 2
<?k> =24k =2° > 0? =2 = b° épar =>b épar (Absurdo).

Portanto ¢ ¢ Q e supA ndo € racional, mostrando assim que o axioma do completamento
nao vale em Q.

Teorema 2.2 Seja X C R. Se X # () e X possui cota inferior, entio X possui infimo.

Demonstracao: Seja S o subconjunto dos reais formado pelos elementos opostos dos ele-
mentos de X, isto é,
S={yeR:y=—x, z€ X}.

Como X # ) entao S # ) e por construcao S C R.

Seja a uma cota inferior de X, dai —a é uma cota superior de .S e pelo postulado de Dedekind,
existe ¢ = supS. Nao ¢ dificil ver que —c =infX. [ ]
Vamos mostrar a seguir de uma maneira distinta do que foi mostrado no Teorema

que o conjunto dos numeros reais nao é enumeravel. Para tal, utilizaremos o teorema a
seguir:

Teorema 2.3 (Intervalos encaixantes) Dada uma sequéncia decrescente Iy D Iy D ... D
I, D ... de intervalos limitados e fechados I,, = [a,,b,], existe pelo menos um nimero real
¢ tal que c € I,, para todo n € N.

Demonstracao: As inclusoes I,, D I, significam que
alSagg...gang...§bn§...§b2§bl.

Assim, A = {aj,as,...,a,,...} é limitado superiormente. Pelo postulado de Dedekind,
existe ¢ = supA. Dali, a,, < ¢ para todo n € N. Além disso, como cada b, é cota superior de
A, ¢ < b, para todo n € N, pois ¢ é a menor cota superior de A. Portanto ¢ € I,, para todo
n € N. [ ]

Para mostrarmos que o conjunto dos niimeros reais nao é enumeravel, é suficiente mos-
trarmos que nao existe sobrejecao f : N — R. A estratégia aqui consiste em, dada uma
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fungao f : N — R, vamos construir uma sequéncia decrescente de intervalos limitados e
fechados 1 D I D ... D I, D ... tais que f(n) ¢ I,,. Dai se ¢ é um nimero real pertencente
a todos os I,, (que existe pelo teorema anterior), nenhum dos valores f(n) pode ser igual a
¢, logo f nao é sobrejetora.

Para encerrar a prova vamos construir os intervalos da seguinte forma: seja I; = [ay, b;] tal
que f(1) < a; e suponha que ja tenhamos Iy D I, D ... D I, tais que f(j) ¢ ;.

Se f(n+1) ¢ I,, tomamos I,,,1 = I,. Se f(n+ 1) € I,, pelo menos um dos extremos,
por exemplo, a,, é diferente de f(n + 1), isto é, a, < f(n + 1). Neste caso, tomamos

n+1)+a,
]n—H = [an—l—hbn—l—l] com Gpy1 = ap € bn-l—l = %

II-’ul 1= 3
® - & &
Ryl = fy f'[:'” | l) f.f,.

Teorema 2.4 O conjunto N dos numeros naturais nao € limitado superiomente.

Demonstracao: Suponha que N seja limitado superiormente. Além disso, é claro que
N C R e N # (), dai pelo postulado de Dedekind existe o € R tal que o = supN.

Dado ¢ > 0, @ — € nao é cota superior de N, pois a é a menor cota superior. Logo existe
n € N tal que a — € < n. Se tomarmos, por exemplo € = 1 temos

a<n+1leNlN,

um absurdo, pois @ = supN. Portanto N nao é limitado superiormente. [ ]

(. : 1 . .
Corolario 2.2 Dado € > 0 real, existe ng € N tal que — < € (equivalentemente, existe
T
1

no € N tal que ng > ).

De uma maneira geral, temos que um corpo K qualquer ¢é dito arquimediano se para
quaisquer a,b € K, com a # 0, existir n € Z tal que na > b. Neste sentido, temos como
consequencia do Teorema [2.4] a seguinte propriedade dos ntimeros reais:

Coroléario 2.3 (Propriedade arquimediana) Sejam a,b € R, a > 0. Eziste n € N tal
que na > b.

Do Coroldrio [2.3] temos que R é um corpo arquimediano. Portanto R é um corpo
ordenado completo arquimediano. O corpo Q dos racionais também é arquimediano. A
titulo de curiosidade, Q(z), que é o corpo de fragoes do anel de polinémios Q[z], é um corpo
ordenado nao arquimediano.
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2.5 Exercicios

(1) Se z,y € R, mostre que:

(a) —(z—y)=y—z

(b) 2? =y’ = (x=y) ou (v=-y).
Sejam a,b € R. Mostre que ou a > b, ou a = b, ou a < b.
Mostre que nenhum corpo finito é ordenavel.

(2)
(3)
(4) Para quaisquer z,y,z € R, prove que |z — z| < |z —y| + |y — z|.
(5) Prove que ||z| — |y|| < |z — y| para quaisquer x,y € R.

(6)

(a) Sejam a, b numeros reais positivos. Mostre que existe um, e somente um, nimero
natural m tal que
(m—1)a <b < ma.

(b) Sejam b,c € R, com b > 1. Mostre que existe n € N tal que b" > c.

(7) Determinar os supremos e infimos (caso existam) dos seguintes conjuntos:

(a) A:{ZlizneN};

(b) B:{nQZl:neN};
(c) C:{Qn_lzneN};

dn+1
(d) D={a": neN},comaecQel<a<l.
() E={a": neN},comaecQel<a.
(8) Seja A um subconjunto nao vazio de R limitado inferiormente. Considere o conjunto

X definido por
z € X & x écotainferior de A.

Mostre que:

(a) X #0;
(b) X ¢é limitado superiormente;
(c) sup X = inf A.

(9) Sejam A e B dois conjuntos nao vazios e limitados de nimeros reais. Mostre que:
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(10)

(11)

(12)

(13)

(15)

(a) sup(A U B) = sup{sup A, sup B};
(b) sup(A + B) = sup A + sup B;
(c) sup(AA) = Ainf A, A < 0.

Se A e B sao conjuntos nao vazios de nimeros reais positivos, considere o conjunto
A-B={z-y:x €A e ye€ B} Suponha A e B limitados inferiormente. Mostre
que existe o infimo de A - B e que

inf(A- B) =inf A - inf B.

Sejam A e B conjuntos numéricos nao vazios. Prove que

ACB=infA>infB e supA<supB.

Sejam A e B conjuntos numéricos nao vazios, tais que a < b para todo a € A e todo
b € B. Prove que sup A < inf B. Prove ainda que

sup A = inf B < qualquer que seja € >0 existem a € A,b€ B tais que b—a <e.

1
(a) Mostre que existe infimo do conjunto X = {— :n€eN } e determine este infimo.
n

(b) Mostre que existe supremo do conjunto A = {y € Q : 0 < y < 1} e determine este
supremo.

Determine, caso existam, o supremo e o infimo do conjunto

A:{M: nEN}.

n+1

Demonstre todas as afirmacoes.

A:{%: neN}.

(a) Mostre que o conjunto A é limitado superiormente. Determine sup A, demonstre
que tal valor é o supremo do conjunto. O valor encontrado para sup A é o maximo
do conjunto A?

Considere o conjunto

(b) Mostre que A tem infimo e que inf A = minA.
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(16) Considere o conjunto

1 1
{———: m,nGN}.
m n

Prove que —1 e 1 sao o infimo e o supremo deste conjunto, respectivamente, e que eles
nao pertencem ao conjunto.

(17) Considere o conjunto X = {xr € R: 0 < x < 1} e defina a fungao h : X x X - R

dada por
0, se z<y
h(z,y) = .
1, se x>y

(a) Fixado x € X, determine, justificando, os valores de
f(x) =sup{h(z,y): y€ X} e
inf{f(z): € X}.
(b) Fixado y € X, determine, justificando, os valores de
g(y) =inf{h(z,y): v € X} e
sup{g(y) - y € X}.

(18) Considere o conjunto X = {x € R: 0 < x < 1} e defina a fungao h : X x X - R
dada por h(z,y) = 2z +y.

(a) Fixado x € X, determine, justificando, os valores de
f(x) =sup{h(z,y): y€ X} e
inf{f(x): =z € X}.
(b) Fixado y € X, determine, justificando, os valores de
g(y) == inf{h(z,y): z € X} e
sup{g(y) - y € X}.

(19) Sejam X e Y conjuntos nao vazios e h : X x Y — R uma funcao limitada. Defina as
funcoes f : X - R e g:Y — R dadas por

f(z) :=sup{h(z,y): y€ X} e g(y):=inf{h(z,y): v € X}.

Mostre que
sup{g(y): ye X} < inf{f(x): z € X}.
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(25)

Mostre que a equacao x? = 5 tem uma tnica raiz real positiva.

Considere o conjunto A = {r e R: r € Q e z < r}, para x € R dado. Mostre que
existe infimo de A e prove que inf A = z.

Utilize o exercicio anterior para mostrar que o conjunto Q é denso em R, ou seja, dados
x,y € R, x <y, existem racionais r tais que z < r < y.
Mostre que se a,b € R, a < b, existe s irracional tal que a < s < b.
Seja @ > 1 um numero real. Considere a fungao f : Z — R, definida por f(n) = a".
Prove as seguintes afirmacoes:

(a) f(Z) nao é limitado superiormente;

(b) inf f(Z) = 0.
Um corte de Dedekind ¢é um par ordenado (A, B) onde A e B s@o subconjuntos nao

vazios de nimeros racionais, tais que A nao possui elemento maximo, AU B = Q e,
dados x € A e y € B quaisquer, tem-se x < .

(a) Prove que, num corte de Dedekind (A, B), vale sup A = inf B.

(b) Seja Z o conjunto dos cortes de Dedekind. Prove que existe uma bijegao
f: 9 =R



CAPITULO 3

SEQUENCIAS E SERIES

O estudo de sequéncias e séries foi impulsionado por Newton e Leibniz no século XVII
(antes da matematica moderna). Eles desenvolveram representagdes de séries para fungoes.
Newton determinou séries de poténcias para as fungoes seno e cosseno e a funcao expo-
nencial. Ele utilizou séries para desenvolver muitos resultados do calculo envolvendo areas,
comprimento de arco e volumes.

Dividimos este capitulo em duas principais secoes, uma dedicada ao estudo das sequéncias
infinitas de niimeros reais e outra a séries numéricas. Qualquer estudante que ja fez um curso
de célculo ja teve contato com esses conceitos, por isso iremos dedicar a primeira se¢ao a um
estudo mais detalhado dos teoremas envolvendo sequéncias e seus limites, como os teoremas
da convergéncia mondtona e de Bolzano-Weierstrass. Na secao de séries nosso principal ob-
jetivo é distinguir quando uma série é convergente ou divergente, logo apresentaremos alguns
critérios de convergéncias que, em sua maioria, sao vistos em um curso basico de calculo.
Para mais detalhes sobre os tépicos aqui apresentados e as demonstracoes que forem omitidas
sugerimos [, 4].

3.1 Sequéncias de numeros reais

De um modo geral, o conceito de sequéncia ¢é intuitivo e quase natural. Desde crianca,
ao apredermos a contar, se estamos diante de um problema de organizar um conjunto dado
de nuimeros, tendemos a associar a este conjunto o que chamamos 14 de uma sequéncia, isto
é, uma organizacao destes nimeros de acordo com a ordem em que aprendemos a contar.
Estamos estabelecendo um padrao, um método. Sequéncia, de certa forma, remete a isso, e
em matematica é uma sucessao de objetos cuja ordem é determinada por uma lei de formacao
ou funcao.

36
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Uma sequéncia de ntumeros reais ¢ uma funcao s : N — R, que associa a cada
nimero natural n» um nimero real a,,, chamado o n-ésimo termo da sequéncia.

s:N — R
n o= a,

Escrevemos (a,),>1 ou (a1, as,...,ay,...) ou (ay)nen Ou (a,) para indicar a sequéncia cujo
n—ésimo termo ¢ a,,.

e (a,) é limitada superiormente quando existe ¢ € R tal que a,, < ¢, para todon € N;

)
(a,) é limitada inferiormente quando existe ¢ € R tal que a,, > ¢, para todo n € N;
)

(a,) é limitada quando é limitada superiormente e inferiormente, isto é, quando existe
k> 0 tal que |a,| < k, para todo n € N;

a, ¢ chamado o termo geral da sequéncia;

e o conjunto dos termos da sequéncia (a,) é {ai, as,as,...}.

Exemplo 3.1 (a,), a, = 2 € a sequéncia constante (2,2,...,2,...) e o conjunto dos
termos da sequéncia é {2}.

Exemplo 3.2 (2,3,2,3,...,2,3,...) € a sequéncia definida por

e o conjunto dos termos da sequéncia é {2,3}.
1 1 1 1
Exemplo 3.3 1+1,1—|—§,1+§,1+Z,...,1+—,... ,n > 1. O termo geral dessa
n

sequéncia ¢ dado por b, =1+ —.
n

Agora observe que b, < 2, para todo n € N. De fato,

1 1
—-<1,VneN =1+-<1+1=2, VneN.
n n

Logo (by,) € limitada superiormente. E além disso, para todo n € N, temos

1 1
—>0=14+—-—>1=b,>1.
n n

Logo (b,) € limitada inferiormente. Portanto (b,) é limitada.
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3.1.1 Sequéncias convergentes

Dizemos que a € R é limite da sequéncia (a,) quando para todo real € > 0, podemos
obter um ng € N tal que sempre que n > ng temos |a, — a| < €. Escrevemos a = lim a,, ou
a = lim a, ou a, — a. Em simbolos, temos

n—oo

a, »a< (Ve>0,3nyeN: n>ny=la, —al <e).
Vejamos algumas formas de interpretar a definicao acima:

e Para valores muito grandes de n, os termos a,, se aproximam cada vez mais de a. Note
que, para valores positivos tao pequenos quanto queiramos para €, é possivel encontrar
um n (possivelmente muito grande), tal que para valores maiores que este n, temos

la, —al <es —e<a,—a<esSa—e<a,<atesSa, € (a—eate);

e Fixe uma margem de erro e. Dai existe um indice ny tal que a partir de ng (n > ng)
os elementos da sequéncia sao valores aproximados de a com erro menor que €;

e Qualquer intervalo aberto de centro a contém todos os termos de (a,), exceto um
numero finito de indices (n > ng).

E comum chamarmos de vizinhanca ¢ de a o conjunto dos ntimeros x do intervalo
(a —€,a+e€).

Observe que, dada uma sequéncia (a,) de nimeros reais e a € R, se lima,, # a entao
existe € > 0 tal que para qualquer indice ny € N, existe algum ntimero natural n maior que
ng tal que a, nao estd na vizinhaca € de a.

Defini¢ao 3.1 Dizemos que uma sequéncia (a,) converge para wm nimero real a se a =
lima,. Uma sequéncia que nao é convergente, isto é, tal que nao existe lima,, € dita diver-
gente.

1
Exemplo 3.4 (ay,),a, =1+ —,n > 1. Mostremos que
n

1
lim (1+—) =1.
n

1

De fato, dado € > 0, tome ng € N tal que ng > — (a existéncia de tal ny € garantida pelo
€

Teorema . Dai, se n > ng temos

1 1 1
‘(1+—>—1’——<—<6.
n n - ng



Exemplo 3.5 (a,),a, = k,k € R. Mostremos que

lima, = k.

De fato, dado € > 0, tome ng = 1. Sen > 1 entao

lan — k| = |k — k| =0 <e

3 1
Exemplo 3.6 (a,),a, = n

= . Mostremos que
2n+5 1

an—>§.

4
De fato, dado € > 0, tome ng > —,ng € N. Dai, se n > ng, temos
€

3n+1 3| |6n+2—-6n—15| 13
2n+5 2| 2(2n + 5) | 2(2n+5)
_ B _ 65 _ 1
2@2n+5) 2n+5  2n+5
7 3,5 4 4 €
—=—<-<—<4- - =c
n n n Ny 4

Teorema 3.1 Sejam (a,)n>1 € (by)n>1 duas sequéncias convergentes. Entao (an + bp)p>1 €
convergente e se a, — a e b, — b, entao a, + b, — a + .

Demonstracao: Sejam a = lima, e b = limb,. Dado € > 0, existem ny,ny € N tais que

|an—a|<§, Vn>n e

|bn—b|<§, V> ne.

Tome ng = max{ni,na}. Se n > ngy, temos

\an+bn—<a+b>|:|an—a+bn—byg|an—a|+|bn—b|<§+f

=e€.
2

Proposicao 3.1 O limite de uma sequéncia quando existe é unico.

39
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Demonstragao: Suponha a, — ¢ e a,, — {5, com {1 # (5. Tome € = %|€1 — l5| > 0. Pela
definicao de limite, existem ny,ns € N tais que

n>n; = la, — | <e e
n>ng = la, — lo] <e.
Dali,
n > max{ny,no} = |1 — bo| = [l1 — ay, + a, — bo| < |a, — 1] + |an — lo] < 2e = |1 — {5,

que é um absurdo. Portanto ¢; = /5. [ |

Definigao 3.2 Dada uma sequéncia (ay,)n>1, definimos uma subsequéncia de (a,),>1 como
a sequéncia obtida desta restringindo-se a um subconjunto infinito Ny = {ny <mng < ...} do
conjunto de indices. Como a funcao j — n; entre Ny e N € uma bijecao, toda subsequéncia
de uma sequéncia €, ainda, uma Sequéncia. E comum denotarmos uma subsequéncia de
(an)nZI por (ank)kEN'

Exemplo 3.7 A sequéncia (b,) = (7,11,15,19,15,7,15,26,27,...) é subsequéncia da sequéncia
(an) = (3,7,11,15,19,15,7, 15,26,27,...).

b1:aQ,bg:ag,...,bn:an+1,...

Exemplo 3.8 Dado o nimero real a < —1, considere a sequéncia (a")nen. Sejam N C N,
o conjunto dos numeros naturais pares e N C N, o conjunto dos nimeros naturais impares.
Dai, a subsequéncia (a™)pen € limitada apenas inferiormente e a subsequéncia (a™)pens €
limitada apenas superiormente.

Teorema 3.2 Se lima, = a, entdo toda subsequéncia de (a,),>1 converge para o limite a.

Demonstragao: Dado € > 0, como a, — a, existe um natural ng tal que |a, — a|] < €,

para n > ng. Dada uma subsequéncia (a,, )g>1 de (ay)n>1, cOmo ny < ng < ng < ..., existe
um indice n; tal que n; > ng, para j > i, portanto, para tais j, temos |a,; — a| < e. Logo
Ay, — Q. [ |

Teorema 3.3 Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstracao: Seja (a,),>; uma sequéncia que converge para o limite a. Entao, existe
no € N tal que
n>ny=la, —al <1.
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Logo

n>ng=la,| <|a, —al+la] < 1+]al.
Portanto, se L = max{l + |a|, |a1], |aza|,...,|an,|}, entdo |a,| < L para todon € N e a
sequéncia ¢é limitada. [ ]

Exemplo 3.9 Seja (a,)n>1 tal que a, = (—1)".
o (an)n>1 € limitada, pois —1 < a, <1, para todo n € N;

e (an)n>1 ndo converge. De fato, se considerarmos as subsequéncias (azn)nen € (A2n—1)nen
temos
asp, — 1 e agp—1 — —1.

Logo nao existe lim ay,.

3.1.2 Sequéncias mondtonas

Uma sequéncia (a,,),>1 chama-se monétona quando se tem a,, < a,1 para todon € N
ou entao a,1 < a, para todon € N.

e sc a, < a,i1, para todo n € N, (a,),>1 ¢ dita monétona nao decrescente;
® se a, > a,i1, para todo n € N, (a,),>1 ¢ dita monétona nao crescente;

e se a, < a,i1, para todo n € N, (a,),>1 ¢ dita crescente;

® se a, > anq1, para todo n € N, (a,),>1 ¢ dita decrescente.

Observacao 3.1 Toda sequéncia mondtona nao decrescente ou crescente é limitada inferi-
ormente pelo seu primeiro termo. E toda sequéncia mondtona ndao crescente ou decrescente
€ himitada superiormente pelo seu primeiro termo.

Teorema 3.4 (Teorema da convergéncia monétona) Toda sequéncia mondtona limi-
tada é convergente.

Demonstracao: Suponha sem perda generalidade que (a,),>1 ¢ uma sequéncia mondtona
nao decrescente e limitada, isto é,

a <ax<az<...< M,

para algum A > 0. Entdo M é uma cota superior para o conjunto dos termos de (an)n>1
dado por A = {aj,as,...}. Como A C R e A # (), pelo postulado de Dedekind, existe
sup A = a.
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Mostremos que lima,, = a. Dado € > 0, como a = supA entao a — € nao é cota superior de
A, logo existe a,, > a — €, com a,, € A. Mas

Qny S Angy+1 S Angy+2 S cey
dai a, > a — €, para n > ng. Assim, para n > ng temos

a—e<a, <a<at+e=—€e<a,—a<esS|a, —al <e.

Observagao 3.2 Se uma sequéncia limitada for mondtona a partir de um determinado
termo, entao ela ainda serd convergente.

Corolario 3.1 (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia limitada de nimeros
reais possui uma subsequéncia convergente.

Demonstracao: Seja (a,),>1 uma sequéncia de nimeros reais limitada. Definimos um
conjunto B de numeros reais do seguinte modo: dado x € R, x € B se existir no maximo
um numero finito de indices n tais que a,, > z.

Exemplos:

o ((—1)")p>1 é uma sequéncia limitada. Note que —1 ¢ Be —2 ¢ B, mas 1 € B e
2 € B, pois a, > 1 e a, > 2 para 0 indices. Neste caso

B={zxeR: z>1}

1
° <> é uma sequéncia limitada por 0 e 1. Neste caso
/) n>1

B = (0,+00).

Como (ay),>1 ¢ limitada, existe M € R, M > 0 tal que |a,| < M, para todo n > 1. Agora
observe que

e M cB= B+
e B C R, por construgao;

o — M é cota inferior de B.
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Logo, pelo Teorema , existe infB = m € R.Vamos construir ums subsequéncia (a,,); de
(an) convergindo para m, isto é, a,, — m.

e Existem infinitos a, € (m — 1,m + 1), pois se tivesse um ndmero finito de a,, entao
terfamos (m — 1) € B, contrariando o fato de infB = m. Seja n; tal que a,, €
(m—1,m+ 1), isto é |a,, —m| < 1;

e Existem infinitos a, € (m — 3,m + 3). Escolha ny > n; tal que a,, € (m — 3, m+ 1),
isto ¢ |an, —m| < 3;

e Existem infinitos a, € (m — 3, m + 3). Escolha ng > n, tal que a,, € (m — 5, m + 3),
isto é [an, —m| < 3.

Suponha escolhido o termo a,, tal que ny < ng < ... < Nk € Ap,, Ay, - .., 0y, tais que
|an, —m| < %, para todo i € {1,2,...,k}.

Consideremos o intervalo

m—Lm—l—L
k417 k+1/)°

Existem infinitos indices para a, tal que a, € (m — k—il,m + k—il) , pois m = infB. Seja
Ngy1 > ny tal que ay,,,, € (m — ﬁ, m + %H) . Por inducao, construimos a subsequéncia

(an,)j>1 de (an)n>1 tal que |a,, —m| < %, para todo j > 1.

Mostremos que a,; — m. De fato, dado € > 0, existe jo € N tal que ]lo < €. Se j > jo entao

1 1
an, —m| < = < — <e
J Jo

3.1.3 Sequéncia de Cauchy

Vimos que, uma sequéncia é convergente se, e somente se, a sequéncia possui limite.
Logo, a principio, para sabermos se uma sequéncia é convergente a unica forma, seria deter-
minar esse limite. Mas como fazer isso com o que temos até o momento? Usar a definicao
de limite para infinitos candidatos? Parece nao ser razoavel determinar a convergéncia de
uma sequéncia usando a definicao de limite. Vimos um critério de convergéncia para casos
especificos. O Teorema da convergéncia mondtona nos diz que toda sequéncia mondtona e
limitada é convergente. Esse, de fato, é um critério razoavel. Porém nao cobre todas as
sequéncias, pois nao vale a volta do teorema. Veremos mais adiante o critério de Cauchy,
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que nos d4 uma propriedade inerente a toda sequéncia de niimeros reais convergente.

Uma sequéncia (a,),>1 ¢ dita uma sequéncia de Cauchy se, dado € > 0, existe ny € N
tal que se m,n > ngy entao
lan — am| < €.

Esse tipo de sequéncia surgiu no fim do século XVIII com relagao com calculos numéricos

para solucdo de equacoes. Por exemplo, uma equacao z° — 5z + 1 = 0 pode ser reescrita
?®4+1 2’ +1
, dai se temos f(z) = z, f(z) =

recorrente da seguinte forma: escolha uma valor inicial z1 e dai

como r = . Construimos uma sequéncia

o = f((l?l),l';; = f(l’g), ey Iy = f(a:n_l), N

Se for possivel provar que (z,) é uma sequéncia de Cauchy, entao ela deve convergir para
um valor a como veremos a seguir. Dai tentamos provar que a é solucao da equacao
inicial, ou seja, os elementos z, da sequéncia sao valores aproximados da solucao da
equacao. (Método das aprorimagoes sucessivas)

Exemplo 3.10 (a,),>1, an = % Mostremos que (a,) € sequéncia de Cauchy.

Dado € > 0, tome ng € N tal que nio < 3. Sen,m >ny, entdo

1 1 1 1
— —_— e JR— —_—
n - ng m  ngy
dai temos
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 € €
lay —ap|=|=——=|=|-4+(-—= )| <|=|+|-—|=-"F+—< —+—<-+-=¢
n n m n m n m ng Ng 2 2

Proposicao 3.2 Toda sequéncia de Cauchy € limitada.

Demonstracao: Seja (a,),>1 sequéncia de Cauchy, dai para e = 1, existe ny € N tal que,
se n, m > ngy entao
|y, — am| < 1.

Em particular, |a, — a,,| < 1, para todo n > ngy. Logo, se n > ng, temos
|an| = [an — ang + ang| <lan = anel + an,| <1+ |ag|.

Tome M = max{|a1],|az|,...,|an,-1], 1+ |an,|} e entdo temos |a,| < M, para todo n > 1.
]

Exemplo 3.11 (b,),>1,b, = (—=1)". Note que (b,)n>1 € limitada, mas ndao € de Cauchy.
De fato, fixe e = 1, dai para todo n € N temos

|an+1 — an+2| =2>1.
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Critério de Cauchy

“sequéncias de numeros reais cujos termos de indices ‘muito grandes’ se concentram em
intervalos ‘muito pequenos’ devem ser necessariamente convergentes. Logo existe um
numero real que € o limite da sequéncia.”

Essa foi a estratégia utilizada por Cantor para mostrar a completude dos ntumeros
reais. A construcao de Cantor baseou-se nessas sequéncias (sequéncias fundamentais). Ele
mostrou que o conjunto de nimeros reais é completo, ja que toda sequéncia fundamental
contém limite real, logo nao existem lacunas nos nimeros reais. Ja nos racionais, nem toda
sequéncia fundamental de niimeros racionais tem limite racional. As sequéncias fundamentais
de Cantor sao hoje, o que chamamos de sequéncias de Cauchy e a estratégia de Cantor pode
ser traduzida no seguinte critério:

Proposicao 3.3 (Critério de convergéncia de Cauchy) Uma sequéncia de nimeros re-
ais (an) € convergente se, e somente se, (a,) € sequéncia de Cauchy.

Observacao 3.3 Em Q, existem sequéncias de Cauchy que nao sao convergentes em Q.

Em geral, em qualquer texto sobre sequéncias de nimeros reais é dada mais atencao
as sequéncias que convergem. Como é possivel perceber, temos mais resultados, critérios e
consequéncias interessantes com essas sequéncias. Nao faremos diferente neste material, no
entanto, para os interessados em ler alguma discussao basica sobre sequéncias divergentes, in-
dicamos a leitura da Segao 5.4 de [6]. Na se¢ao, intitulada “Classificagao de sequéncias diver-
gentes”, o autor separa e discute as sequéncias divergentes em dois conjuntos: as mondtonas
e as nao mondtonas. E nestes conjuntos existem sequéncias que ele chama de sequéncias de
oscilagao finita ou infinita e sequéncias que convergem para +00 ou —oo.

3.1.4 Limites e desigualdades

Teorema 3.5 Seja a = lima,. Se b < a, entao ewiste ng tal que se n > ngy, a, > b.
Analogamente, se a < b existe ng tal que se n > ng, a, < b.

Demonstracgao: Para ¢ = a — b, existe ng tal que, se n > ny

la, —al<a—b=>—-a+b<a,—a<a—-b=b<a,<a+e=b<a,.

Corolario 3.2 Seja a = lima,. Se a > 0 entao existe ng tal que se n > ng, a, > 0.
Analogamente, se a < 0 existe ng tal que se n > ng, a, < 0.
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Corolario 3.3 Seja a =lima, e b=1imb,. Sea, <b, para todo n > ng, entao a < b. Em
particular, se a,, <b, para todo n > ng, entao lima, < b.

Teorema 3.6 (Teorema do confronto) Se lima, = limb, =a ¢ a, < ¢, < b, para todo
n > ng, entao limc, = a.

Demonstracgao: Dado € > 0, existem ny,ny € N tais que
n>n=la,—a<e=>a—€e<a,<ate e
n>ny=|b,—al<e=a—e<b,<a-+e

Seja n. = max{ng, ny,ny}. Dai
n>n=>a—€e<a,<c, <by<ate=>a—e<c,<a+te=|c,—al<e,
logo lim¢,, = a. ]
Dada uma sequéncia (a,), dizemos que “o limite de (a,) € mais infinito” e escrevemos

lima, = oo se dado A > 0, existe ny € N tal que se n > ng entao a,, > A. Analogamente,
lim a,, = —oo se para todo A > 0, existe ng € N tal que se n > ng entao a, < —A.

Teorema 3.7 Sejam (an)n>1 € (by)n>1 Sequéncias de nimeros reais.
(i) Selima, = oo e (b,) € limitada inferiormente, entdo lim(a, + b,) = 0o;

(ii) Selima, = oo e (b,) € limitada inferiormente por um real positivo, entao lim(a,b,) =
00;

(iii) Se a, > ¢ >0, b, > 0 para todon € N e limb,, = 0 entao lim% = 005

n

(i) Se (a,) € limitada e limb,, = co entdo lim ()

3.1.5 Mais alguns exemplos

Exemplo 3.12 Considere a sequéncia (ay)n>1 definida recursivamente por

a; = 3
2+a,
Apy1 = :
Assim, os trés primeiros de (a,) serdo
a)p = 3
2+3
1= =" =1
2 24+1 3
as = +(l2: + :—:076.

) 3 )
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Vamos provar por indu¢ao que (a,) € decrescente. O primeiro passo de indu¢ao € claro
observando os elementos acima. Agora vamos supor que ay > Q1 € Provar que agry > Gjio.

Temos 94 54
Qg A1 ay Ak+1
> = = > =
@ = Gkt = 7 = T 5 5

portanto (a,) é decrescente. Logo (a,) € limitado superiormente por ay. E ainda, para todo
n>1,

= Qg1 > Ak42,

24ap—1 2  ap_1 2
75 55 %
Dai (ay) € limitada inferiormente. Entao pelo Teorema da convergéncia mondtona (ay)
converge. Seja p seu limite e vamos determinar p.

2+ a, 2
+a = p +p

Qn

lima,.; = lim

Exemplo 3.13 Considere a sequéncia (a,)n>1 dada por (v/2,v/2 4+ v2,0/2 4+ V2 +2,...),

ou seja
a1 = \/§
g = \/m
a3 = \/2—{—&2
Ap+1 = \/m

Vamos mostrar que (a,) € crescente. De fato,

0<vV2=2<24V2=2V2<\/24V2=0a; < as.

Suponha por hipotese de inducao aj < apy1. Dai temos

ap < Qg1 = 2+ ap <2+ a1 = V2 +ap < /24 apy1 = Qg < Qo

Mostremos agora que (a,,) € limitada. Como (ay,) € crescente entao € limitada inferiormente
por a; e ainda
a; = 2 < 4.

Suponha por hipdtese de inducao que ap < 4. Dai
ar <4=24a,<6=v2+a; < V6 <4= apy <4
Pelo Teorema da convergéncia mondtona (a,) é convergente. Seja ¢ = lima,,. Entdo
lima,,; = lim 2+ a,=c=V24+c,c>0=c=2.

Exemplo 3.14 Considere a sequéncia (a,)n,>1 dada por (3,5,7,9,...). O termo geral da
sequéncia € a, = 2n+ 1. A sequéncia (a,) diverge para mais infinito. De fato, dado A > 0,
como N € ilimitado, existe ng € N tal que ng > é. Dai se n > ng, temos

A
2n+1>2n0+1>2n0>2-§:A.
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Exemplo 3.15 Seja a € R e considere a sequéncia (a™),>1, isto é, (a,a? a a’,...).
e Sea=1 asequéncia (1,1,1,...) converge para 1;
e Sea=0 a sequéncia (0,0,0,...) converge para 0;
e Sea=—1 asequéncia (—1,1,—1,1,...) diverge;
e Sea>1 entao a=1+t, para algum t > 0, dai

a=(1+t)" > 1+nt > nt.

A

Dado A >0, tome ng € N tal que ng > 7,

sen > ng, temos
n n A
a"=(14+t)">1+nt>nt>net > ?-t:A,
portanto (a,) diverge para oo;

e Se0<a<lentioO<a’?<a<1edai

a"—a""t'= a" (1—a)>0=a">a"" Vn,
S0

logo (a,) é decrescente e limitada inferiormente por 0. Pelo Teorema da convergéncia
mondtona, a, — p € R.

p=Ilima"™ =lima-a"=a-lima"=a-p=>p=ap=p(l —a)=0=p=0.

o Se —1 < a < 0 utilizaremos o resultado abaizo:

Se (bn)n>1 € uma sequéncia de numeros reais dada temos

|bp| = 0= b, = 0.

Dat,
|an| = la"| = |a|",

como 0 < |a| <1 jd vimos que |a,| — 0. Portanto a, — 0.

e Sea < —1, a sequéncia diverge.

Exemplo 3.16 Sejaa € R, a > 0 e considere a sequéncia ({/a)p>2, isto €,

(Va,Va,Va,...).
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Vejamos um exemplo

VID=149

Y10 =1+ 3,64
V10=1+2,16
V10=1+1,57

V10 =140,58
V10=1+0,16
V10 =1+0,06
V10 =14 ty, tn, > 0,n > 2.

Mostremos que a sequéncia (ty)n>2 € tal que t, — 0. Note que
V1I0=1+1t,=100=(1+1t,)" > 1+ nt, = 1+ nt,, < 100.
Dai

99
1<1l+nt, <100=0<nt, <99=0<t, < —.
n

Dado € > 0, tome ng € N tal que nio < g5, dai se n > ng

99 99 €
n — = nl = n s — S — .
|t 0| = |tn] =tn < < < 99

n no

= €.

Portanto t, — 0 e dai (/100),>2 converge para 1.

Sea>1, a—1;

Sea=1, Va—1;

Sea=0, {/a—0;

Se0<a<l, /a—1 (faga um exemplo para se convencer!).

Exemplo 3.17 A sequéncia ({/n)n,>1 converge para 1. (Verifique).

Exemplo 3.18 Considere a sequéncia ({/1+ 2"),>5. Observe que

2= 2" < Y1 +2n < V2.2 =272
Pelo Exemplo V2 = 1, logo 2/2 — 2, portanto pelo Teorema do confronto

lim V1 + 2" = 2.
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3.2 Séries numéricas

oo
Seja (a,)n,>1 uma sequéncia. A série Zan, ou simplesmente, Zan é a sequéncia
n=1 n>1
(Sn)n>1, onde s, = a3 + as + ...+ a, para n > 1. O ndmero real s, é denominado a
n-ésima soma parcial da série Z a, e dizemos que tal série converge para s € R se a
n>1
sequéncia (s,)n>1 de suas somas parciais converge para s. Nesse caso, dizemos que a série é
convergente e que s é a soma da série e escrevemos

E ap, = S

n>1

Se uma série nao é convergente, dizemos que ela é divergente.

Observe que, se k € R — {0} entao Zan converge se, e somente se Z ka,, converge.

n>1 n>1
De fato,
n n n
E kan:hmg kajzlimkg aj:klimg aj:k-g Q-
n—oo n—oo n—oo
n>1 j=1 j=1 j=1 n>1

Vejamos o que ocorre se temos a soma de duas séries. Considere as séries E Qy, € E b,
n>1 n>1
e sejam (S, )n>1 € (t,)n>1 suas respectivas sequéncias de somas parciais. A série soma das

séries dadas sera
E (an +by),
n>1

onde a sequéncia de somas parciais é dada por (x,),>1, com
Ty = Sp + th-

Dai se s,, —+ s e t,, — t entao x,, — s +t. Portanto, utilizando os resultados de convergéncia
de sequéncias vistos na secao anterior temos o seguinte quadro resumo da convergéncia da
série soma:

+ converge diverge
converge | converge diverge
diverge | diverge | conv. ou div.

Exemplo 3.19 (Série geométrica) Considere a série Z a"=1+4+a+a*+ad*+.... Seja
n=0
(Sn)n>1 @ Sequéncia de somas parciais. Vejamos se (s,) converge ou diverge.
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Sp1=1+a+a*+a*+.. . +a" P +ad" P +a" !

as,1=a+a*+add+at+..  +ad" P+ +an

Subtraindo a sequnda da primeira linha acima, temos

1—a™

Sp1(l—a)=1—a"= s, 1= T a# 1,
logo
1 anJrl
Sp = —
l—a 1-a
e dai que (s,) converge se, e somente se (a™) converge. Dai pelo Exemplo se la] <1
entao a™ — 0 e portanto Z a” converge e
n=0
1
lims, = .
im s &
Portanto ia" _
’ ot C1—-a
Exemplo 3.20 (Dizima periédica) Considere a dizima periddica 0,444 ... = 0,440,044
0,004 + .... Ou seja, estamos considerando a série
—~ 4 4 4 4 =
= b —— =4 107",
— 10 10 100 1000 ;

que € uma Série geomélrica de razdao % que esta entre 0 e 1. Logo a série converge e pelo

0,444...:4210”:4( ):f
— 1 9

oo

Teorema 3.8 (Critério de convergéncia do termo geral) Se Zan € convergente, entao

exemplo anterior

L

10

— 1
10

n=1

lim a, = 0.
n—o0

Demonstracao: Seja (s,,) a sequéncia de somas parciais da série dada. Dai

o0

g a, converge < (s,) converge.

n=1
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Seja s = lim s,,, dai s = lim 5,1, mas s,;1 = S, + a,41 € portanto

lim s, ; =lims, +lima,;; = lima, =lima,,; =s—s=0.

O principal uso do teorema acima estd na sua contrapositiva, ou seja se lima, # 0 ou
o0

lim a,, nao existe entao g a, diverge.
n=1
A reciproca do Teorema [3.§ ndo é vélida, ou seja, podemos ter uma série cujo limite do
termo geral tende a zero, porém a série nao converge, como veremos no exemplo abaixo.

o0
‘ , ‘ 1 ,
Exemplo 3.21 (Série harmoénica) A série harménica é a série g A Vamos consi-
an
n=1

derar aqui um caso particular da série harmonica, a série

i1—1+1+1+
~n 27307

1 . : .
Observe que — — 0, mas provaremos que a série nao converge. De fato, seja (s,) a sequéncia
n

das somas parciais e note que

1
1=s <32:1+§;32 < 837580 < Spal,
logo (s,) € uma sequéncia crescente. (s,) ndo € limitada superiormente, logo (s,) diverge.
o0
1
Dai — diverge.
D, divery
n=1
X on
L n . . , .
Exemplo 3.22 A série Z - diverge. De fato, analisando o termo geral da série temos
“— nl
n" n n n n o n

e Zs1-1-1---1=1
n! n n—1 n—2 2 1 ’

n—oo \ n! n—oo \ n!

n" n'
assim, se existir lim ( ) devemos ter lim (—,) > 1> 0, logo pelo critério do termo

o0 n

.. n .
geral, a série E — diverge.
n!

n=1
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o0

Teorema 3.9 A série Zan converge se, e somente se para todo € > 0 existir ng € N tal
n=1
m
que Z a;| < €, para todos m > n > ny.
j=n+1

o0
Demonstracao: A série E a, converge se, e somente se sua sequéncia de somas parciais
n=1
(sn) converge, ou seja, se, e somente se (s,) é de sequéncia de Cauchy, equivalentemente,
dado € > 0, existe ng € N tal que se m,n > ng, em particular m > n > ngy temos

m
|Sm — sn| < € & E a;| < e.
j=n+1

Exemplo 3.23 Vamos utilizar o teorema anterior para mostrar novamente que a série

o0

harmonica Zﬁ diverge. De fato, dado € < %, para qualquer ng € N, tome n > ngy e
n=1

m = 2n, dai

i1_§:1_1+ L1 L _n+l 1
et = A om 2 om  on 27 €

3.2.1 Testes de convergéncia

Teorema 3.10 (Teste de comparagao) Sejam Zan € an duas séries com termos

n=1 n=1

gerais ap,b, e b, > 0. Se Z a, € majorada por Z by, isto €, se existe ng € N tal que para

n=1 n=1

(0] [e¢]
todo n > nyg, |a,| < by, € E b, converge, entao E a, converge.

n=1 n=1
o0
Demonstragao: Dado ¢ > 0, como E b, converge, a sequéencia de suas somas parciais
n=1

converge e dal que é de Cauchy, logo existe n; € N tal que se m,n > n; entao
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o0 o0

Como E a, ¢ majorada por E by, existe ny € N tal que se n > ny entao |a,| < b,. Tome
n=1 n=1

ng = max{ny, no}, dai se m > n > ng temos

m m m
E a; < E ‘(lj| < E bj < €.
j=n+1 j=n+1 j=n+1
o
Logo a sequéncia das somas parcias de E a, ¢ de Cauchy e portanto converge.
n=1
[ ]
(o] o0
Corolario 3.4 Nas condicoes do teorema anterior, se E a, diverge entao E b, diverge.
n=1 n=1

1
Exemplo 3.24 (Série p) A série E —, parap € R diverge se 0 < p < 1. De fato,
n
n=1

1 1
O<p<l=n<n=—>-—-Vn>1,

np n
dal’z - € majorante de Z e que € divergente, logo Z s diverge.
n=1 n=1 n—1

Proposicao 3.4 (Critério das séries alternadas (Leibniz)) Se (a,),>1 € uma sequéncia

"la, € convergente.

nao crescente de reais positivos tal que a, — 0, entao a série Z(—l)
n=1
o0
Demonstracao: Seja (s,) a sequéncia das somas parciais de Z(—l)”’lan. Vejamos alguns
n=1

termos da sequéncia (s,,)
S1 — aq
So = A1 — Q2
S3 = a; — as + as
S4=a1 — Qg+ a3 — a4
S5 = a1 — Qg + a3 — a4 + 5.

Como (ay,) é nao crescente,
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Por outro lado, para cada m € N, temos
|S9m—1 — Sam| = agm — 0.

Logo (s,) é de Cauchy, e portanto convergente. |

o0
1
Exemplo 3.25 Considere a série E (—=1)"'=. Note que
n

n=1
1
e — >0 para todo n € N;
n

e lima, =0;

1
° <— € nao crescente.
N/ >

& -1 n—1
Portanto pelo critério das séries alternadas a série E ———— converge.
n

n=1

Proposigao 3.5 (Teste da condensacao de Cauchy) Se (a,)n,>1 € uma sequéncia nao

crescente de reais nao negativos entao a Série E a, converge se, e somente se E 27 ag;

n=1 j=0
converge.
= 1
Exemplo 3.26 (Série p) A série Z — parap € R converge se p > 1. De fato, vamos
n
n=1

utilizar o teste de condensacao de Cauchy para provar:

N J 1 _ = 1 . > 1 B ©© 1 J
;2 (QJ)P o ]z; (2j)p—1 a ]2% (2p—1)j - JZO <(—2p_1)> ,

P . 1 N
que € a série geométrica e O < o1 < 1, logo a série converge e pelo teste da condensacao

— 1
de Cauchy, seque que E — converge.
n
n=1

o0

Definicao 3.3 A série Zan converge absolutamente (ou é absolutamente conver-

n=1

o0
gente) se Z la,| converge.

n=1
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[e.e] [e.e]

Teorema 3.11 Se Zan converge absolutamente entao Zan converge.

n=1 n=1

o0

Exemplo 3.27 Considere a série Z

n=1

3+ senn
— Note que
n

< 3 + |senn|

4
S —E,V’n/z 1.
n

n2

3+senn
n2

o0

Logo Z

n=1

[e.9] 4 [e.9]

3+ senn
———| € majorada pela série — que € convergente. Logo
oo el série 3" 2 aue € conesente. oo >

3+ senn
— | €

n? n?

n=1 n=1
3 +senn
2

o0
convergente e pelo teorema anterior E converge.

n=1

n

X/ 1\n
A reciproca do Teorema|3.11|nao é verdadeira. De fato, Z (

n=1

converge como vimos

T
i,
o
=
e
=

no Exemplo |3.2

Proposigao 3.6 (Teste da razao (D’Alembert)) Considere a série Zan e seja
n=1

An+1

G

¢ = lim . Entao

n—oo

o />1= Zan diverge;

n=1
oo

o /< 1= Zan converge.
n=1

Se ¢ =1 o teste é inconclusivo.

Demonstragao: Vamos provar o resultado para o caso em que ¢ < 1. Neste caso, existe

G, )
beRtalque/ <b<1. Daib—/¢ > 0e como ¢ = lim 1 , para € = b — /, existe ng € N
n—oo an
tal que se n > ny,
= —£‘<b—€:>—b+€< Pl —t<b—t= |22 <,
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onde b é um numero real tal que £ < ben > ny. Dai, para todo n > ng, temos |a, 1| < bla,|,
isto é

|ang+1| < blan,|

|tng 12| < blangs1| < 0 |an,|

|ano+p‘ < bp|an0‘.

(e 9] o0

Logo E Apy+p ¢ majorada por g |an, [P que é uma série geométrica de razao b, com 0 <
p=1 p=1
oo
b < 1, portanto convergente. Logo pelo teste de comparagao E a, converge. [
n=1

o0

Proposigao 3.7 (Teste da raiz (Cauchy)) Considere a  série Zan e seja

¢ = lim 1/|a,|. Entao
n—o0

n=1

o />1= Zan diverge;

n=1

o
o /< 1= Zan converge.

n=1

Se ¢ =1 o teste € inconclusivo.

3.3 Exercicios

(1) Determine o termo geral a,, das sequéncias a seguir:

<)11 1 1
a ,4,9,16,...
11 1 1
(b) 1, ==, =) = e
2°6° 247120

(2) Dé exemplos de:

(a) uma sequéncia limitada superiormente mas que nao ¢ limitada inferiormente;
(b) uma sequéncia limitada inferiormente mas que nao é limitada superiormente;

(c) uma sequéncia divergente que possui subsequéncia convergente;
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(9)
(10)

(11)

(a) uma sequéncia monétona que nao é convergente;
(b) uma sequéncia limitada que nao é convergente;

(c) uma sequéncia que nao seja limitada mas que possui subsequéncia convergente.
Se a, — a e b, — b em R, mostre que:

a) ka, — ka, keR,

)

b) a, + b, = a+ b;
)
)

—_~ o~

C

—~

anb, — ab;

In 4 @ desde que b # 0.

d
b, b

—~

Mostre que se lim a,, = 0 e (b,),>1 é uma sequéncia limitada entao lim (a,, - b,) = 0.

Seja p um numero real positivo fixado. Mostre que:

400, se p>1 . . o1
00, se
(a) lim p" =<1, se p=1 ; (b) lim r_ b :
n—s00 n—oo N 0, se 0<p<l1
0, se 0<p<l1

Em cada um dos itens abaixo, a, é o termo geral da sequéncia (a,),>1. Utilize a
definicao de limite de uma sequéncia para mostrar que lima,, = 3.

3n®+4n
Con24n—4
(0) = SV
nyn+5
an
~ n+sen(2n)’

Se a,, = vV/n?+ 2 —n prove que a,, — 0.

Se0 < a; <leseayt; =1—+/1—a,, paratodon > 1, prove que (ay,),>1 ¢ decrescente

. , Anp41
com limite 0. Prove também que

a, 2

Se a, — a e b, — b mostre que |a, — b,| — |a — b|.

Mostre que se (ay)n>1 ¢ uma sequéncia de termos positivos e lim 2+ = ¢ < 1 entao
- n
lima, = 0.

Mostre que as sequéncias abaixo convergem para 0, onde a > 1 e k € N.



59

(12) Uma sequéncia (a,),> satisfaz 7a, 11 = a3 + 6, para n > 1.

(a) Se a; = %, prove que (ay,),>1 é crescente;
(b) Encontre seu limite;

(¢) O que ocorre se a; = % ou a; = %

(13) Sejam a,b € R, com a,b > 0. Mostre que
Va™ + b — max{a, b}.

3(1+ ay)

, n>1. A sequéncia é mondtona?
3+ a,

(14) Calcule lim a,,, sendo a,1 =

(15) Considere a sequéncia de racionais (a,),>1 dada por

1 3
a, = 3, an+1:§ anp+— |, n>1.

(a) Mostre que a, > /3, ¥Yn > 1 (Utilize o fato de que a média arimética entre dois
numeros € sempre maior ou igual que a média geométrica) ;

(b) Mostre que (a,),>1 ¢ mondtona nao crescente;

(c) Conclua que (a,),>1 é de Cauchy porém nao converge para um nimero racional.
(16) Coloque V para as afirmagoes verdadeira e F para as falsas. Prove ou dé contra-
exemplos em cada uma das afirmagoes.
(a) () Toda sequéncia limitada é convergente.;
(b) () Toda sequéncia constante é de Cauchy;
(¢) () A sequéncia V6,16 +v6,1/6 + /6 ++/6,... é convergente e seu limite é

um nimero inteiro;

(d) () Seja (an;) uma subsequéncia de (ay). Se lima,, = a entao lima, = a;
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(e) () A sequéncia (a,),>1, onde a, = 12, converge para 1.
= n

oo

(17) O que significa dizer que a série Z a, é convergente?
n=1
(18) (a) Mostre que a série geométrica Za”, com |a| < 1 converge;
n=1
(b) Mostre utilizando uma série numérica que 0,666... = 3

[e.e]
: /. /. n Id . . .
(19) Considere a série numérica E T onde £ é uma constante real positiva. Discuta a

n=1
convergéencia ou divergéencia da série em termos do parametro k.

2"n!(1 — cosn?)
2.5-8...3n_1)

(20) Considere a série Z a,, onde a, = . Mostre que:

n=1

n < todo n > 1;
- _5~8...(3n—1)paraoon_

(b) A série Z a, converge.

n=1

(21) Mostre que o termo geral da série Z(\/n +1 — /n) tem limite igual a zero. A série
n=1
dada converge?

(22) Considere a sequéncia (ay,),>1 definida por

na,

ar = 3; Unt1 = 5 7 n 2>

(a) Mostre que (a,),>1 verifica as condi¢oes do Teorema da Convergéncia Mondtona;
(b) Calcule o limite;

o0
(c¢) O que se pode afirmar sobre a série E a,?

n=1

(23) Sejam (an)n>1 € (by)n>1 duas sequéncias de numeros reais satisfaendo as seguintes
condigoes:

(i) A sequéncia (s,,)n>1, definida para n € N por s, = a; + - - - + a,, ¢ limitada;
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(11) 612b22b32>066n—>0

(a) Prove que a série g arby converge.
k>1

o

(=1)
k

(b) Utilize o item anterior para provar que a série Z
k>1

converge.
(24) Verifique se as séries abaixo sao convergentes ou divergentes.
[e.9]
2
a T
(a) Z n(n+1)

= 1
b .
(b) anog n’

Z 15n—|—\/n2—1 .
= 5n3 4+ 2nv/n+ 1 — 17’

n>1

n?—3
n>1
(n!)2a™
() DG a#0;
n>1

2k —1
ak

(25) Dado um numero real a > 1, prove que a série g é convergente e calcule sua

k>1
so1a.

(26) Seja (an)n>1 asequéncia de niimeros reais positivos definida por a; = % e any1 = a+ay,
1

Qg

1
Zak—l-l:z.

k>1

para n € N. Prove que a série E converge e

k>1
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(27) A série
12 1 2 1 2 1 2 1

1—— - - — - — — - — — - — —

+ + +
2 3 3 4 4 5 5 6 6
possui termos alternadamente positivos e negativos e seu termo geral tende a zero.
Entretanto é divergente. Por que isso nao contradiz o Teste de Leibniz?

o0

1 1
28) Most = )
(28) osreque;(a+n)(a+n+1) a+1

(29) O nimero e é dado por

. 1 1 1 =1

n=0

(o0}
1

Mostre que, de fato, a série E — converge para um numero entre 2 e 3.
n

n=0

(30) Seja A um conjunto finito de naturais da forma 223°5¢, para algum terno (a,b,c) de
inteiros nao negativos. Prove que

Zi<4.

z€EA



CAPITULO 4

NOCOES TOPOLOGICAS

Neste capitulo apresentaremos algumas nogoes topoldgicas bésicas que serao importan-
tes no Capitulof] Acreditamos que este serd o primeiro contato dos estudantes com conceitos
topoldgicos mais formalizados, entao além de apresentar conceitos de maneira mais elemen-
tar, omitiremos alguns resultados e demonstragoes. Sugerimos uma leitura do capitulo 5
de [4] para mais detalhes, onde o autor traz uma segao sobre o conjunto de Cantor, um
interessante tépico matematico que sera omitido neste material.

Definicao 4.1 Sejam A, F C R.

e Um ponto p € A € um ponto interior de A se existe € > 0 tal que (p—e,p+e€) C A.
O conjunto dos pontos interiores de A é chamado intertor de A e é denotado por A°.
Isto é,

A°={pe A: p € ponto interior de A} C A;

e A ¢ conjunto aberto se todos 0s seus pontos sao pontos interiores, isto €, se A = A°;
e [’ ¢ conjunto fechado se seu complementar F© =R — F ¢ aberto.

Exemplo 4.1 0 ¢ R sdo abertos.

Exemplo 4.2 () e R sao fechados, jd que )¢ =R e R¢ = () sao abertos.

Exemplo 4.3 (3,7) ={zx € R: 3 <z <7} € aberto.

De fato, seja x € (3,7). Tome r = min{7 — x,x — 3}. Mostremos que (x —r,x+1) C (3,7)
e portanto que (3,7) é um conjunto aberto. Dadoy € (x —r,x + 1), temos

y<z+r<z+T7—-x=7T=y<7 e

63
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y>r—r>r—x+3=3=y>3.

Portanto y € (3,7), e dat (x —r,z+ 1) C (3,7).

Proposicao 4.1 Se A e B sao abertos entao AN B ¢é aberto.

Demonstragao: Se AN B = (), nada temos a fazer, pois () j4 é aberto. Do contrério, se
ANB#1(, sejaae AN B. Dal,

a € A que é aberto por hipdtese =3I r>0: (a—r,a+71r) C A4

a € B que é aberto por hipétese =3Js>0: (a—s,a+s)C B;

Seja € = min{r, s}. Daise y € (a — €,a + €) entdo
a—r<a—e<y<a+e<at+r=ycA e

a—s<a—e<y<a+e<at+s=yebB.

Portanto y € AN B edal (a —e€,a+¢) C ANB. [

n
Mais geral, se A, As, ..., A, sdo conjuntos abertos, entao ﬂ A; é um conjunto aberto.
Jj=1

s

Proposicao 4.2 Se A, ¢ aberto, para todo o em uma familia I' de indices, entdo UA“ é

aberto.

Demonstracao: Se = € UAQ entao x € Ag para algum 3 € I'. Como Ap é aberto, existe
o

r>0tal que (v —r,x+1) C Ag C UAa. Portanto UAa é aberto. |

Exemplo 4.4 O intervalo [1,3] = {x e R: 1 <z <3} é um conjunto fechado. De fato,

[1,3]° = (—00,1)U(3,00) € aberto = [1,3] ¢€ fechado.
—— N —

aberto aberto
Proposicao 4.3 Todo conjunto finito de numeros reais € fechado.

Demonstracao: Seja A = {aj,as,...,a,} C R. Mostremos que A é aberto. Seja p € A° e
considere

e=min{|p — a1, |p — azl,...,|p — anl}



65

Dai (p — €,p +€) C A° e portanto A° é aberto. De fato, se y € (p — €,p + €), entdo
p—e <y < p+e. Sey nao pertencesse a A entao y pertenceria a A, logo y = a; para algum
1=1,...,n. Isto é,

p—e<a<pte=—e<-—pta<e=|p—al=|-ptal<e

Absurdo, pois € < |p — a,, para todoi =1,...,n. [ |

Proposicao 4.4 Se A e¢ B sdo fechados entao AU B € fechado.

Demonstracao: Se A e B sao fechados entao A¢ e B¢ sdo abertos. Logo utilizando a lei de
De Morgan da teoria dos conjuntos e a Proposi¢ao temos que

(AUB) = A°NB° éaberto = AUB ¢ fechado.

Definicao 4.2 Sejam A C R e p € R. Dizemos que p € ponto aderente a A se para todo
e>0,(p—e,p+e)NA=#0D. Equivalentemente, p € aderente a A se p € limite de alguma
sequéncia de pontos x, € A.

Exemplo 4.5 A = (1,2] U {3}

)
we
7

0 ndo € aderente a A, pois (0—1,0+1)NA=0;

3 € ponto aderente a A, pois para qualquer ¢ > 0, (3 —€,3+¢)NA # 0, jd que
3€(3—€3+¢€)NA;

2 € ponto aderente a A, pois para qualquer € >0, (2 —¢€,2+¢)NA D {2};
e 1 ¢ ponto aderente a A, pois para qualquer ¢ > 0, (1 —e,1+¢€)NA # 0, ja que

€
1+ —— 1—e¢1 A.
<+€+1)€( 6&14+¢€)nN

O conjunto dos pontos aderentes a A é chamado fecho de A e é denotado por A.

Proposicao 4.5 Seja A C R. O conjunto A é fechado se, e somente se A= A.



66

Demonstracao: Suponha A C R fechado. E claro que A C A. Resta mostrarmos que
A C A. Dado a € A, se a ndo pertencesse a A, entdo terfamos a € A°, que é aberto ja que
A é fechado. Logo existiria r > 0 tal que (a —r,a+7r) C Aedai (a—r,a+7r)NA=10, um
absurdo, ja que a € A.

Reciprocamente, dado a € A°, a ¢ A = A. Logo existe ¢ > 0 tal que (a —e,a+e)NA=0e
dai (a — €,a+ ¢€) C A°. Portanto A¢ é aberto e entdao A é fechado. n

Exemplo 4.6 Vamos determinar o fecho de Q C R. Dado p € R, temos

o sep € Q entio € claro que p € Q;

e se p € irracional entdo para todo € > 0 sempre teremos (p —e,p+¢) NQ # ().
Portanto todo nimero real € aderente a Q e dai Q = R.

Definicao 4.3 Seja A C R. Dizemos que A é denso em R se A =R.

Definicao 4.4 Sejam A C R e p € R. Dizemos que p € ponto de acumulagao de A se,
para todo € > 0 tivermos {(p —e,p+¢€) — {p}} N A # 0.

Exemplo 4.7 A= (1,2] U {3}.

O
we
=

e 0 nao € ponto de acumulagao;

1 € ponto de acumulacao;

2 € ponto de acumulacao;

3 nao € ponto de acumulacao. Neste caso, dizemos que 3 € um ponto isolado, pois
pertence ao conjunto, mas nao € de acumulagao.

Quando todos os pontos de um conjunto A sao pontos isolados, dizemos que A é um
conjunto discreto.

Denotaremos por A’ o conjunto dos pontos de acumulacdo de A e o chamaremos de
conjunto derivado de A.

A defini¢ao de limite de uma sequéncia (a,),>1 de nimeros reais, vista em pode
agora ser dada fazendo uso de conjuntos abertos como segue:

lima, =a< (VACR abertocom a€ A,IngeN: n>ng=a, €A).
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Teorema 4.1 Dados X C R e a € R, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) a € um ponto de acumulagdo de X;

(i1) a € limite de uma sequéncia de pontos (an)n>1, com a, € X — {a};

(i1i) Todo intervalo aberto de centro a contém uma infinidade de pontos de X.
Demonstracao: Vamos provar a seguinte sequéncia de implicacoes

Observe que nao temos nada a provar em (7i1) = (i), pois segue direto da definigdo de ponto
de acumulagcao.

Mostremos que (i) = (i7). Como a é ponto de acumulacao de X entao (a —e,a+¢)N{X —
{a}} # 0 para todo € > 0. Daf para cadan € N, escolhemos um a,, € (a—=,a+=)N{X—{a}}
e com esse processo construimos uma sequéncia (a,),>1 de pontos de X — {a} tais que
|a, —a| < £. Logo a, — a.

Para mostrar que (i7) = (i27) considere um intervalo aberto centrado em a, (a — €,a + ¢€),
e > 0. Como a, — a para tal € existe ng € N tal que se n > ng entdo |a, — a| < ¢, isto é
a, € (a—¢€,a+€). Se tivéssemos um nimero finito de a,, satisfazendo tal condigao, existiria
um a,, que se repetiria infinitas vezes e dai a sequéncia ficaria constante com limite a,, # a.
Uma contradicao. [ ]

Definicao 4.5 Um conjunto X C R chama-se compacto quando ¢é limitado e fechado.
Exemplo 4.8 Todo conjunto finito de numeros reais é compacto.

Exemplo 4.9 Para todos a,b € R, a < b, o intervalo [a,b] é compacto enquanto (a,b) nao
€ compacto.

Teorema 4.2 Um conjunto X C R € compacto se, e somente se, toda sequéncia de pontos
em X possui uma subsequéncia que converge para um ponto de X.

Demonstracao: Se X C R é compacto, toda sequéncia de pontos em X ¢ limitada, logo
pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, possui uma subsequéncia convergente. Seja p o limite
dessa subsequéncia. Dai p é aderente a X. Mas X é fechado, logo p € X = X.

Reciprocamente, seja X C R um conjunto tal que toda sequéncia de pontos a, € X possui
uma subsequéncia que converge para um ponto de X. X ¢é limitado, do contrario, para cada



68

n € N poderfamos encontrar a,, € X com |a,| > n. A sequéncia (a,) neste caso, nao possuiria
subsequéncia limitada, logo nao teria subsequéncia convergente. E ainda, X é fechado, do
contrério, existiria a € X — X com a = lima,, onde cada a, € X. A sequéncia (@) nao
possuiria entao subsequéncia convergente para um ponto de X. Portanto X é compacto. m

Definicao 4.6 Seja A C R. Dizemos que um conjunto
o ={A,: A, € conjunto aberto}
¢ uma cobertura para A se A C U Aq.
«

Exemplo 4.10 & = {(n,n+2) : n € NU{0}} € uma cobertura para o conjunto dos
numeros reais positivos.

Definicao 4.7 Dada uma cobertura o7 de um conjunto A C R, dizemos que uma subfamilia
de o/ que ainda € uma cobertura para A € uma subcobertura para A. E ela € dita subco-
bertura finita quando escolhemos uma subcolecao finita de abertos da familia <f .

Teorema 4.3 (Borel-Lebesgue) Toda cobertura por abertos de um conjunto compacto
possui uma subcobertura finita. Reciprocamente, se toda cobertura por abertos de um conjunto
X C R possui uma subcobertura finita, entao X € compacto.

4.1 Exercicios

(1) Mostre que se Fy, é fechado para todo o € I' entao ﬂ F,, ¢ fechado.
ael

(2) Sejam F' C R e (z,,),>1 uma sequéncia de pontos de F. Suponha z,, — p. Mostre que,
se I é fechado entao p € F.

(3) Suponha que F seja um conjunto fechado que contenha todos os racionais do intervalo
1,3]. Mostre que F' contém todo o intervalo |1, 3].
q

(4) Mostre que p € A se, e somente se, existe (7,,)n>1 tal que x,, € A e x,, — p.

(5) Se A é um subconjunto dos reais limitado e ndo vazio, mostre que a = inf Aeb =sup A
sao pontos aderentes de A. Conclua que, se X é compacto entao X possui elemento
maximo e elemento minimo.

(6) Sob que condigao sup A é ponto de acumulagao de A?

(7) Mostre que X = {1 : n € N} ndo ¢ compacto.
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(12)

Mostre que X ={0,1,3,...,+,...: n € N*} é compacto.

Mostre que o fecho de qualquer conjunto é um conjunto fechado.

Mostre que o conjunto dos nimeros inteiros Z ¢é fechado, mas nao é compacto.

Prove que para quaisquer A, B C R:

(a) (AUB)° D A°U B°;
(b) (AN B)° = A°N B°.
Seja X C R. A fronteira de X é o subconjunto formado pelos pontos x € R tais

que todo subconjunto aberto que contém x contém pontos de X e pontos de R — X.
Notagao: frX.

(a) Determine a fronteira dos seguintes conjuntos: X =[0,1], Y = (0,1)U(1,2), Qe
Z.

(b) Mostre que, para todo X C R, vale X = X U frX. Conclua que X é fechado se,
e somente se, X D frX.

Sejam X,Y C R. Mostre que:

Mostre que todo ponto de um conjunto aberto é ponto de acumulagao.
Mostre que, para todo X C R, X’ é um conjunto fechado.
Mostre que:

(a) uma reunido finita de conjuntos compactos é um conjunto compacto;

(b) uma intersegao arbitréria de conjuntos compactos é um conjunto compacto;



CAPITULO b

FUNCOES

Encerraremos essas notas com um capitulo onde apresentaremos os principais resultados
envolvendo limites e continuidade de funcgoes. Diferente de grande parte das referéncias
indicadas neste material, nao faremos um exposicao sobre a definicao e os conceitos basicos
de fungao. Assim como em [4] iniciaremos ja falando de limites. Para uma breve revisao sobre
fungoes sugerimos [1}, [5]. Omitiremos algumas demonstragoes e até mesmo alguns resultados
comuns em cursos de analise real. Para estes sugerimos uma leitura mais detalhada dos
capitulos 6 e 7 de [4] ou uma consulta a [5].

5.1 Limites de funcoes

Sejam X C Re f: X — R uma funcao real com dominio X. Se a € X', isto é, a é um
ponto de acumulagao de X, dizemos que L € R é o limite de f(x) quando x tende a a e
escrevemos

lim f(z) =L

r—a

quando, para todo € > 0, existe § > 0 tal quesex € X e 0 < |[x—a| < J entdo |f(x)—L| <€,
isto é,

limf(z) =L NVMe>0,3>0: z€X e 0<|z—a|l<d=|f(z)—L|<e).

T—ra

Exemplo 5.1 Vamos mostrar que lin%(—2a: +7) = 3. De fato, dado ¢ > 0, tome § < 3.
z—
Dai, sex €R e 0 < |x —2| <4, temos

|—2x+7—3|:|—2x+4|:|—2(x—2)|:21x—2\<2-5§2-§=e.

70
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Exemplo 5.2 Mostremos que lin%) 2> = 9. De fato, dado € > 0, tome 6 < \/9+¢€—3. Se
T
r€R el <|x—3|<d temos

2% — 9| = |z + 3||x — 3| < d|a + 3|
=lz — 3+ 6] < (jz — 3| +6)
< 0(6+6) = 0% +60
<9+e—6V9+e+9+6V9+e—18=e

)
1= 1. De fato, dado € > 0, tome 6 = min{4e, 1},

z—6 T —
dai se |z — 6| < 9, entdo é claro que

Exemplo 5.3 Vamos mostrar que lim

1
t—6l<l=4<z-1<6=[z—-1>4= < -
e —1] 4
e portanto teremos
5 |z — 6] 1 _ 4de
—1] = <O0-—2>— =k
r—1 ‘ |z — 1| 1=71 ¢

Teorema 5.1 Sejam f,g: X - R, a € X', lim f(z) =L elimg(x) = M. Se L < M entao
T—a Tr—a
existe 6 > 0 tal que f(x) < g(z) para todo x € X com 0 < |z —al < 9.

Corolario 5.1 Se lim f(x) = L < M entao existe § > 0 tal que f(x) < M para todo x € X

T—a

com 0 < |x —a| <.

Corolario 5.2 Sejam lim f(z) = L e lim g(z) = M. Se f(z) < g(z) para todo x € X —{a}
r—a T—a
entao L < M.

Teorema 5.2 (Teorema do confronto) Sejam f,g,h : X — R, a € X' e lim f(z) =

T—a

lim g(z) = L. Se f(x) < h(z) < g(x) para todos © € X — {a}, entdo lim h(x) = L.
T—a T—a

Observagao 5.1 A nogdo de limite € local, logo para os resultados vistos valerem é sufici-
ente que exista uma vizinhanca de a em que as condi¢oes dos resultados sejam satisfeitas.

Teorema 5.3 Sejam f: X - Reac X'

lim f(z) = L&V (2,)p>1 € X —{a} com limx,=a tenha-se lim f(x,)= L.
r—a -
Demonstracao: Seja (z,) uma sequéncia em X — {a} com limz,, = a. Dado € > 0, existe
d>0tal quese z € X e0 < |r—a| <0 entdo |f(x) — L] < e. Para tal J, existe também
no € N tal que se n > ng entdo 0 < |z, —a| < §. Logo se n > ng entdo |f(x,) — L| < ¢, isto
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é, lim f(z,) = L.

Reciprocamente, suponha por absurdo que lim f(x) # L. Dai, existe ¢ > 0 tal que para
r—a

todo n € N existe z, € X com 0 < |z, —a| < £, mas |f(z,) — L| > e. Logo existiria uma
sequéncia (z,), de termos em X — {a}, com lim z,, = a, mas lim f(z,) # L. O que contradiz
a hipé6tese. Portanto lim f(z) = L. [

T—ra

Corolario 5.3 (Unicidade do limite) Sejam f: X - R ea € X'. Selim f(z) =L e

T—a
lim f(z) = M entdo L = M.
Tr—a
Corolario 5.4 Sejam f,g: X - R, a € X', com lim f(z) = L e lim g(z) = M. Entdo

T—a T—a

(i) lim[f(z) £ g(z)] = L+ M;

(i) lim[f(z) - g(x)] = L - M;

(111) iﬂ% = %, se M # 0.

Observacao 5.2 Se lim f(z) =0 e g € limitada numa vizinhan¢a de a tem-se

lim [f(z) - g(x)] = 0.

r—a
Teorema 5.4 Sejam f : X — R, a € X'. Se existe lim f(z) entdo f € limitada numa
r—a
vizinhanga de a, isto €, existem 6 > 0 e ¢ > 0 tais que se v € X,0 < |z — a|] < § entdo

[f(2)] < e

Demonstragao: Seja L = lim f(z). Para e = 1, existe § > 0 tal quese z € X e 0 <

T—a
|z — a| < 0 entao

[f(@) = Ll <1 = |f(2)| = |f(z) = L+ L] < [f(2) = LI+ [L] <1+ [L].
Tome ¢ =1+ |L|. [

Definicao 5.1 Sejam f: X — R ea € R tal que XN(a,a+e) # 0, para todo € > 0. Dizemos

que L € R € limite a direita de f(x) quando x tende para a, e escreve-se L = lim f(x)
r—a

quando, para todo € > 0, existe § > 0 tal que sex € X e 0 <z —a < § entao |f(x) — L| <,
isto €

lim f(x)=L& (Ve>0,30>0: x€ XN(a,a+0)=|f(x)— L| <e).

z—at
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Definicao 5.2 Sejam f: X — R ea € R tal que X N (a — €,a) # 0, para todo € > 0.
Dizemos que L € R € limite a esquerda de f(x) quando x tende para a, e escreve-se
L = lim f(x) quando, para todo € > 0, existe § > 0 tal que sex € X e =0 <z —a <0

Tr—a~
entdo |f(x) — L| <€, isto €

lim f(x)=L< Ve>0,3>0: x€ XN(a—9d,a)=|f(zx)—L| <e).

r—a—

Dado a € X', lim f(x) = L se, e somente se, existem e sdo iguais os limites laterais
r—a

lim f(z) = lim f(x)=L.

z—at T—a~
Exemplo 5.4 Seja | | : R — R a fung¢do menor inteiro, isto é, para cada v € R,
| x| = maior inteiro menor ou igual a x. Por exemplo

2

2] =2, |[1,9]=1, M:o, 15,1] =5.

Note que se a € Z,
lim [z|]=a e lim|z]=a—-1.
z—a™t T—a~

Sead¢?Z,
lim |z] = |a] e lim |z|=]a].

z—at T—a~

Definicao 5.3 Seja X C R ilimitado superiormente. Dada f : X — R, escreve-se lim f(x) =

T—r00
L, quando o numero real L satisfaz:

Ve>0,3A>0: z€X e z>A entio |f(x)—L|<e
Analogamente, se X C R € ilimitado inferiormente
xl_i}r_rloof(x):L@(Ve>0,E|A>0: reX e x<—A entao |f(x)—L|<e).
Exemplo 5.5 lim 1 = lim 1 = 0;

T—00 I T——00 I

lim e* =0, mas lim e* nao existe no sentido da definicao dada anteriormente.
Tr—r—00 Tr—r00

Definicao 5.4 Sejam X CR,ae€ X', f: X — R.

e lim f(z) = +oo quando, para todo A > 0, existe 6 > 0 tal que sex € X e0 < |[x—a| < §

T—ra

entio f(x) > A;

T—ra

(
e lim f(z) = —o0 quando, para todo A > 0, existe 6 > 0 tal que sex € X e0 < |[x—a| < §
entao f(z) < —A.



74

5.2 Funcoes continuas

Definicao 5.5 Uma fungao f: X — R € dita continua em ¢ € X se lim f(x) = f(c), isto
Tr—cC

é, se para todo € > 0, existir 6 > 0 tal que dado x € X e |x —c| < entdo |f(x) — f(c)] <e.
E dizemos que f é uma funcdo continua se for continua em todos os pontos de X.

Exemplo 5.6 Nos grdficos abaizo de uma fungio f(x) de dominio Dy, vamos analisar a
continuidade de f em c.

() /‘/ Or/
L. a
c 2 7 7
Gréfico 1 Grafico 2 Gréfico 3 Gréfico 4 Gréfico 5
7/
e Grdfico 1:

¢ € Dy, logo existe f(c). Note que, quando x — ¢, f(x) — f(c), entdo xlgg flz) =

f(e) (continuidade em c a direita). Por outro lado, quando x — ¢, f(x) — k, entdo

lim f(x) = k. Portanto nao existe lim f(x), pois os limites laterais sao distintos e dai
r—rCc— T—cC

seque que f mnao € continua em c.

o (Grafico 2:
c € Dy, logo existe f(c). Note que, quando x — c*, f(x) — L, entdo 1im+ f(x) = L.
Tr—C
E quando x — ¢, f(x) — L, entao lim f(x) = L. Portanto existe lim f(x) = L,
r—c~ T—C

mas L # f(c) e dai seque que f ndo é continua em c.

o Grafico 3:
c & Dy, logo nao existe f(c) (isso ja € suficiente para ndo termos a continuidade em
c¢). Mas note ainda que, quando x — ct, f(x) — b, entdo lim+ f(z) =b. E quando

Tr—rC
x—c, f(x) = a, entdo lim f(x) = a. Portanto ndo existe lim f(z).
r—c™ T—C

o Grdfico J:
c & Dy, logo nao existe f(c) (isso jd € suficiente para nao termos a continuidade em
¢). Note ainda que, quando x — c¢t, f(z) — oo, entao lim f(x) = co. E quando

z—ct
x— ¢, f(x) = a, entdo lim f(x) = a. Portanto nao existe lim f(z).
r—Cc— Tr—cC
e (rafico 5:

c & Dy, logo nao existe f(c) (isso ja € suficiente para ndo termos a continuidade em
c). Além disso, quando © — ¢*, f(x) — oo, entao lim+ f(x) =00. E quando x — ¢,
Tr—rC

f(z) = o0, entdo lim f(x) = co. Portanto lim f(z) = co.
T—CcT T—C
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Exemplo 5.7 Seja f : R — R definida por f(x) = bx — 8. Temos que f é continua em

x =3, pois f(3)=T e hn%f(x) =T7. De fato, dado € > 0, tome § < ¢, se |v — 3| <6, entdo
T

f@) =Tl =[50 — 15| =5l —3] < 5-5 <5 £ =«

Exemplo 5.8 Seja f: R — R definida por f(z) = 2.
o f € continua em x = 2, pois f(2) =4 e lir%f(x) = 4. De fato, dado € > 0, tome
T—r

6 = min{l, £}, dai se |[v — 2| < 4, temos

22— 4| = |z +2llz -2/ < |z +2[-6_< 5-§=e,
()

onde (%) ocorre pois
lr—2|<l=-1<z-2<1=3<z+2<b=|r+2/ <5

o f ¢ continua em x = c para todo ¢ € R. E claro que f(c) = ¢, mostremos que

lim f(z) = ¢*. Dado € > 0, tome 6 = min{l, =S}, se |v — c| < J, temos
T—>c 14-2|¢|

—l<z—c<1l= —142c < z+4c < 14+2c = —1-2|¢| < z+c < 142|c| = |z+c| < 1+2]¢|,

dat
|22 — | = |z + ||z — | < (1 +2|]) -

6 JR—
(1+2[el)
Proposicao 5.1 Dadas as funcgoes f,g : R — R, se g € continua em a e f é continua em
b=g(a) entio f o g é continua em a.

Proposicao 5.2 (Definigao qualitativa de continuidade) Uma funcgdio f € continua em
c € Dy se, e somente se para toda sequéncia (x,)n>1,%, € Dy tal que x, — c tivermos

Demonstracao: Seja f uma funcdo continua em ¢ € D;. Dada uma sequéncia (z,) de
pontos em D convergindo para ¢ € R, vamos mostrar que f(z,) = f(c). De fato, dado
e > 0, existe > 0 tal que se |z — ¢| < 0 entdo |f(z) — f(c¢)| < e. Como z,, — ¢, existe
ng € N tal que se n > ng entdo |z, — c¢| < d. Logo, para n > ng, temos

|z, —c| <0 =|f(zn) — flc)| <e.

Reciprocamente, suponha que f nao seja continua em c, isto é, existe ¢y > 0 tal que para todo
d > 0 existe algum x5 com a propriedade que |zs — c| < d, mas |f(zs) — f(c)] > €. Assim,
para cada n, escolhemos 0 = & e existe z, tal que |z, —¢| < £, mas |f(z,) — f(c)| > €. Isto
é, x, — ¢, mas f(x,) ndo converge para f(c), contrariando a hipdtese. [ |
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Exemplo 5.9 Seja f: R — R definida por

T se x € racional

1—2x, se x € irracional.

e f ndo é continua em 2. Considere a sequéncia (z,),>1 com z, = 2 + % Note que
T, — 2 e f(x,) = x, — 2 = f(2). Mas se considerarmos a sequéncia (y,),>1, onde
Yn =2+ ‘/75, entao temos

Yn = 2,

mas 3
2
f(yn)zl_yn:_1_7_>_17é2:f<2)'
Portanto f é descontinua em 2.

e Se f for continua em ¢, entao ¢ = % De fato, entre dois niimeros reais existe nimero
racional e irracional (densidade). Logo podemos ter sequéncia de racionais convergindo
para ¢ e sequéncia de irracionais convergindo para c¢. Dai se (x,) é sequéncia de
racionais com x,, — ¢, pela continuidade da f, temos

T = f(xn) = f(0)

e pela unicidade do limite temos f(c¢) = ¢. Por outro lado, se (y,) é sequéncia de
irracionais convergindo para c, isto é, y, — ¢ ent@o pela continuidade da f, f(y,) —

f(c), mas
f(yn)zl_ynél_g

daf pela unicidade do limite novamente, temos f(c) = 1 —c¢. Comparando os dois casos
temos ]
f(c):c:l—c:>c:§.

e f ¢é continua em % De fato, primeiro note que, tanto para x racional, quanto para =

irracional temos .
-1 (3)| -

Por fim, dado € > 0, tome § =€, se |z — 3| < § temos

-5 es--

Proposicao 5.3 Seja f : Dy C R — R continua. Se f(c) > 0, entdo existe § > 0 tal que
f(z) > 0, para todo x € (¢ — d0,c+9).

€T — —

5"

|
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f(¢)

Demonstracao: Para ¢ = N existe § > 0 tal que se |z — ¢| < ¢ entao
7@~ 1@ < 12 e D < gy g < 1192
S CRI (ORI
<:>0<¥<f(x)<3@
= f(x) > 0.

Teorema 5.5 (Teorema de Weierstrass) Se f : [a,b] — R € continua, entao f assume
mdzimo e minimo.

Lema 5.1 Se f : [a,b] — R ¢é continua, entdo a imagem Im(f) = f([a,b]) = {f(z): z €
la,b]} de f € limitada superiormente.

Demonstracao: Suponha f nao limitada superiormente, isto é, seu conjunto imagem nao é
limitado superiormente. Assim, para todo n € N, existe z,, € [a, b] tal que f(z,) > n. Dessa
forma obtemos uma sequéncia (z,) de pontos de [a, b] que ¢ limitada, ja que a < z,, < b, para
todon € N. Pelo Teorema de Bolzano Weierstrass, existe (x,,);>1 subsequéncia convergente.
Seja ¢ seu limite, dai

agxnj<b:>a§c§b,

e como f é continua
xnj — C= f(l.n]) - f(C)

Agora observe que a sequéncia de indices da subsequéncia dada por ny < ns < ... é uma
sequéncia estritamente crescente de niimeros naturais e ainda f(z,;) > n; para todo j.

Como f(z,;) — f(c), para € = 1, existe jo € N tal que se j > jo entdo |f(z,;) — f(c)] < 1.
Entao temos

nj < fan,) < |f(wn) = [f(2n,) = f(0) + F()] < |f(zn,) = F()| + f ()] <1+ [f(0)]-

Portanto n; < 1+ |f(c)|, para todo j > jo. Um absurdo. m
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Demonstracao do Teorema de Weierstrass

Pelo Lema 5.1 e o postulado de Dedekind, existe M = sup(/m(f)) em R.
Existe 21 € [a,b] tal que M — f(z1) < 1, do contrario
M—f(z)>1L,Vzeab =M-1> f(x),Vxecla,b,

contrariando o fato de M ser supremo. Da mesma forma existe x5 € [a, b] tal que M — f(z5) <
1. Indutivamente construimos uma sequéncia (z,) tal que z,, € [a,b] e M — f(x,) < 1. Assim

(x,) é limitada e dai pelo Teorema de Bolzano Weierstrass possui subsequéncia convergente
(@, )j>1-

Seja r o limite de (:an)jzl. Como a < z, < bentao a <r <b. E pela continuidade da f em
[a,b], temos f(z,;) — f(r). Mas z,, é, em particular, elemento da sequéncia (x,), assim

1 1
M_f(xn7)<_:M<_+f(xn]):M§f(T)
‘ nj "
E por M ser o supremo de Im(f) temos que M > f(r). Portanto M = f(r), que sera o
maximo de f. Analogamente, mostra-se a existéncia do minimo.

Teorema 5.6 (Teorema de Bolzano) Se f : [a,b] — R € continua, f(a) <0 e f(b) >0
entdo existe ¢ € |a,b] tal que f(c) = 0.

Exemplo 5.10 Vamos mostrar que f(z) = 27 + 5z — 8 tem pelo menos uma raiz real. De
fato, note que f(1) = =2 < 0 e f(2) = 130 > 0. f € uma fung¢ao polinomial, portanto
continua em todo conjunto dos nimeros reais, em particular no intervalo [1,2], logo pelo
Teorema de Bolzano existe ¢ € [1,2] tal que f(c) = 0.

Definicao 5.6 Seja f uma fungio de dominio Dy. Se ¢ € Dy e f(c) = ¢, ¢ é chamado
ponto fixo de f.

Exemplo 5.11 Vamos determinar os pontos fizos da fungio f(x) = z*. Se ¢ é ponto fizo
de f temos
fley=c=c=c=c=0 ou c=1

Exemplo 5.12 Se f:[0,1] — [0,1] é continua, entdo existe c € [0, 1] tal que f(c) = c.

De fato, se f(0)

considere g(x) = f(x

0 ou f(1) = 1, o resultado estd provado. Se f(0) # 0 e f(1) # 1,
) —

z. E claro que g ¢ continua em [0,1] e além disso
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o) = f()—1<0.
Pelo Teorema de Bolzano, existe ¢ € (0,1) tal que g(c) = 0, ou seja, f(c) —c =0 e dai
fle)=e.

Teorema 5.7 (Teorema do valor intermediario (TVI)) Se f : [a,b] — R ¢ continua e

d € um numero entre f(a) e f(b) entao existe c € (a,b) tal que f(c) = d.

Demonstracao: Se d estd entre f(a) e f(b), existem r,s € [a, ] tais que f(s) < d < f(r).
Defina
g:la,b] — R

z = g(x)=flz)—d
e g é continua em [a, b], pois f o é, logo g é continua no intervalo de extremos r e s que
estd contido em |[a, bl;

e g(r) = f(r) =d>0;
 g(s) = f(s) =d <0,

Pelo Teorema de Bolzano, existe ¢ no intervalo de extremos r e s tal que g(c) = 0, isto é
fle)—d=0edai f(c) =d. n

Corolario 5.5 Se I C R € um intervalo e f : I — R € continua entao f(I) é um intervalo.

Demonstragao: Se f é constante o resultado é ébvio. Caso contrario, sejam a = inf f(7)
e f =sup f(I). Se ndo existirem sup e inf, considere @« = —oo e¢/ou f = 0o. Provemos que
f(I) é um intervalo de extremos « e . Seja d tal que a < d < . Como « e [ s@o infimo e
supremo, existem a, b € I tais que

o < fla)<d< f(b) < 6.
Pelo TVI, existe ¢ € [a,b] C I tal que f(c) =d. Assim d € f(I). n

Proposicao 5.4 Seja f : I — R uma funcdao continua e crescente em um intervalo I. Se
c e I° entao f(c) € [f(I)]°.

Demonstragao: Seja ¢ um ponto do interior de . Entao existe € > 0 tal que (c—e¢, c+€) C I.
Pelo Coroldrio 5.5 a imagem de (c—¢, c+¢€) é um intervalo cujas as extremidades sao f(c—e)
e f(c+e€). Como f é crescente temos

c—e<c<ct+e= flc—e€) < flc) < flc+e),

ou seja, f(c) estd no interior de [f(c —€), f(c+€)] C [f(I)]°. u
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Teorema 5.8 Seja f : I — R uma fungao continua e crescente em um intervalo I. Entao
a fungao inversa f~1: f(I) — R € também continua.

Corolario 5.6 Seja f : I — R uma funcao continua e decrescente em um intervalo I.
Entao a fungao inversa f~': f(I) — R € também continua.

Proposicao 5.5 (Continuidade por abertos) Uma fungio f : R — R € continua se, e
somente se para todo aberto A C R, f~Y(A) é aberto do dominio.

Demonstragao: Sejam f: R — R continua e A C R um conjunto aberto. Se f~1(A) = 0,
entdao segue o resultado, do contrdrio, seja a € f~'(A). Entao a € Dy e f(a) € A, que é
aberto. Logo existe r > 0 tal que (f(a) —r, f(a) + 1) C A.

Como f é continua em a, existe 0 > 0 tal que se |z — a| < ¢, temos
[f(z) = fa)| <,
isto é,
r € (a—6,a+0) = f(z) € (f(a)—r, fla)+r) C A= x € f((f(a)—r, fla)+7)) C fHA).
Portanto (a — §,a + &) C f7'(A) e dai que f~'(A) é aberto.
Reciprocamente, suponha que as imagens inversas de abertos sao abertos pela funcao f :

R — R e mostremos que f é continua. Dados ¢ € Dy e € > 0, o intervalo (f(c) —¢, f(c) +¢)
é um conjunto aberto. Por hipétese, f~1((f(c) —¢€, f(¢) +€)) é um conjunto aberto. E como

fle) € (fle) =€ fle) +€) = c€ fH((f(c) =€ flo) +6)),

existe § > 0 tal que (¢ —d,c+0) C f1((f(c) — ¢, f(c) +¢€)). Assim, se z ER e |z — ¢| < 9,
temos

7€ (c=6,040) C FU(f(0)—e f(O)+€) = f(z) € (Fe)—e fle)+6) = |f(z) = F(e)] < e

Logo f é continua. |

5.3 Continuidade uniforme

Definicao 5.7 Uma funcao f: I — R é uniformemente continua se dado € > 0, existir
d >0 tal que se x,y € I e|x —y| <6 entao |f(x) — f(y)] <e.
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A diferenca entre a definigao de funcao uniformemente continua e a definigao de funcao
continua é que dado € > 0, para uma funcao uniformemente continua o é > 0, cuja existéncia
¢é garantida pela definicao acima, serve para todos z,y € I, por outro lado, na definicao de
continuidade tal 6 depende do zy € I fixado. E claro que, da definicao acima, toda funcao
uniformemente continua é continua.

Teorema 5.9 Toda funcao continua f : [a,b] — R € uniformemente continua.

Demonstracao: Seja f : [a,b] — R continua e suponha que f nao seja uniformemente
continua. Entao existe ¢ > 0 tal que, para todo > 0, encontramos x,y € [a, b] satisfazendo

[z —yl<d e [flz)—fyl=e

Dafi para cada n € N, escolha § = % e entao existem x,,y, € [a,b] tais que

o =yl < e 1) — fl)l 2 e

Como (z,) é uma sequéncia em [a, b], ela é limitada. Dai pelo Teorema de Bolzano Weiers-
trass, existe uma subsequeéncia (z,,);>1 de (z,,) convergindo para algum zy € [a,b]. Daf para
todo j € N, temos

1
0 S |Z/nj - $0‘ = ’y’nj - xnj +xnj - ‘1.0‘ S |ynJ - xnj‘ + |xnj - xo’ < n_ + |x77,j - 330“
j
Quando j — oo temos que [y, —zo| — 0, logo y,, — 2o. Como f ¢é continua f(y,,) — f(x0o)
e dai

i [ f(zn;) = f(yn,)| = [f(20) = f(20)] = 0,

Jj—0o0

o que é uma contradicao, ja que |f(z,;) — f(yn,)| > € (]

1
Exemplo 5.13 f(z) = — € continua em R — {0}, mas nao é uniformemente continua em
x

R — {0}.

De fato, para e = %, dado 0 > 0, existe ng € N tal que nio < 9§ (pelo Coroldrio . Dai se
1

tomarmos r1 = nio €Ty = temos
| 1 1 1 < 1 <5
r1 — T = | — = _ .
! 2 o ng + 1 no(no + ]_) Un
Mas

1F (1) — F(@)| = |no — (no +1)| = 1] > %



82

Definicao 5.8 Uma funcdio f € lipschitziana no intervalo I se existe M > 0 tal que para
todos x1,x9 € I, tem-se

|f(x1) = flz2)| < M|zy — 22].

Proposicao 5.6 Toda funcao lipschitziana num intervalo I é uniformemente continua em

I.

Demonstracao: Dado € > 0, como f é lipschitziana em I, existe M > 0 tal que
|f(21) = f(@2)| < Mlzy — 22|,V 21,22 € 1.

Considere § = daf para todos x1, 29 € I, se |r; — 22| < § temos

€
M

|f(931)—f(5€2|<M|$1—$2|<M-5:M.%:e.

Observacao 5.3 A reciproca da proposicao acima nao € vdlida.
Exemplo 5.14 Vamos analisar a fungdio f(x) = x* com dois dominios distintos.

o f:[2,00) = R definida por f(x) = 2* nao € lipschitziana. De fato, para todo M > 0,
existem x,y € [2,00) tais que

[f(@) = fW)l _ |2* — 4]
lz -y |z —y

>M=|z+yl > M.
Basta tomarx =M +2 ey = M + 3, dai
|z +y| = |2M + 5| > M.

e [:[1,20] — R definida por f(x) = x* € lipschitziana. De fato, dados xz,y € [1,20]

[f(@) = fW)] _ |2* — 4’|
|z —yl [z —y

= |z +y| <4L

5.4 Exercicios

(1) Sejam f,g : X — R, a € X', com lim f(x) = 0 e g limitada numa vizinhanca de a.
T—a

Mostre que ilgcll[f(x) -g(z)] = 0.

6x

2 ja f: R — R a funcao dad = :
(2) Seja f — R a fungao dada por f(x) o
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(a) Determine a maior imagem de f e os pontos do dominio onde ocorre;
(b) Mostre que lim f(z) = 3.
z—1
Mostre que a composta de funcoes continuas é continua.

Mostre que a funcao

flo) = -z, se z¢Q

s6 é continua em x = 0, mas |f(x)| é continua para todo x.

{x, se x€Q,

Sejam f,g : R — R continuas. Se f(x) = g(x), para todo z irracional, mostre que

f=g9
Seja f: R — R dada por

J(@) = 2r—3, se = ¢Q.

{ax+6, se = €Q,
Sob que condicao f é continua em um unico ponto? Que ponto é esse?
Mostre que se f: R — R é continua e A C R é fechado, entdo f~1(A) é fechado.

Mostre que se f: R — R é continua e A C R é compacto entao f(A) é compacto.

(Teorema do ponto fixo de Brower unidimensional) Seja f : [a,b] — R uma funcao
continua tal que f(a) < a e b < f(b). Mostre que existe pelo menos um numero
¢ € [a,b] tal que f(c) = c.

Seja f : R — R uma funcao polinomial da forma
f(-’ll') = anxn + an,lxnfl + ...+ ax+ Qg,

com ag, ay,-..,a, € R ya, # 0 e n impar. Mostre que a imagem de f é o conjunto de
todos os nuimeros reais.

Prove o Teorema de Bolzano.

Determine todas as fungoes continuas f : R — R tais que f(x) + f(2?) = 0, para todo
z € R.

Determine todas as fungoes continuas f : R — R tais que f(x+y) = f(z)+ f(y), para
todos z,y € R.
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(14) Classifique os itens a seguir em verdadeiro (V) ou falso (F'). Justifique sua opgao com
demonstragoes e/ou contra-exemplos.

(a) () Se f:R — R é uma funcao continua tal que f(f(z)) = z* + 1, para todo
x € R entao f é uma funcao par.

(b) () O gréfico da funcao f : R — R dada por z3sen(z) intersecta toda reta nao
vertical em um conjunto infinito de pontos.

(¢) ()Se f:R — R é uma funcdo continua tal que, para todo x € R, tem-se
flz)f(x+2)+ f(z+ 1) =0, entdo existe um numero finito de valores reais de z
tais que f(x) = 0.

(d) ( )Se f:R — R é continua e f(A) é um conjunto aberto para todo conjunto
aberto A C R, entao f ¢é injetora.

(15) Mostre que f(z) = 2 nao é uniformemente continua.
(16) Seja f : [0,400) — [0, +00) definida por f(z) = \/z. Mostre que:

(a) f é uniformemente continua;

(b) f nao é lipschitziana.
17) Mostre que a composta de fungoes uniformemente continuas é continua.
q G

(18) Mostre que a composta de fungdes lipschitzianas é lipschitziana.

x
(19) Mostre que f : R* — R definida por f(z) = H ¢ continua, mas nao é uniformemente
x

continua.

(20) (a) Se uma funcao f é uniformemente continua em um conjunto S e se (x,),>; ¢ uma
sequéncia de Cauchy qualquer de elementos de S, mostre que (f(z,)),>1 também
é uma sequéncia de Cauchy;

(b) Se f é uma funcao definida em um conjunto limitado S, que transforma sequéncia
de Cauchy de elementos de S em sequéncia de Cauchy, mostre que f é uniforme-
mente continua em S.



SUGESTOES E SOLUCOES

A seguir apresentamos algumas sugestoes e/ou solugoes de exercicios propostos nos
capitulos anteriores. E sempre bom lembrar que, a maioria dos exercicios nao possui uma
Unica solucao, logo incentivamos a todos a buscarem solugoes diferentes da que propomos
sempre que possivel.
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