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Tutoria em Algebra Linear

Moédulo 8: Dependéncia e independéncia linear

Ementa: Combinagoes lineares; conjuntos linearmente dependentes e linearmente inde-
pendentes.

Objetivos: Saber verificar se um dado conjunto de vetores em um espago vetorial é 1.i.
ou L.d., bem como compreender qual o significado dessas classificacGes e como utiliza-las

em demonstracoes.

Sejam V' um espago vetorial e A = {v,vs,...,v,} um conjunto de vetores de V. Uma
combinagao linear dos vetores dados é qualquer soma da forma

n

g a;V; = a1V + AoV + + -+ 4 apUy,
i=1

com a; € R, para todo i. Sempre é possivel encontrar uma combinacao linear dos vetores

dados que satisfaz a equacao
a1v1 + asvy + -+ - + a,v, = 0. (1)

Basta tomarmos todos os escalares a; iguais a zero. Se a tunica solugao da Equacao (1) for
a; = 0, paratodoi =1,2,...,n, dizemos que A é um conjunto linearmente independente
(LI), ou que os vetores vy, s, ..., v, sao LI. Caso contrério, se existirem solugoes para (1).
tais que algum a; # 0, dizemos que o conjunto A é linearmente dependente (LD), ou

que os vetores vy, Vg, ..., v, sao LD.

1 Propriedades

e O vetor nulo ¢ LD, pois o produto de qualquer escalar por ele ¢ igual a ele mesmo;

e Se v é um vetor nao nulo de um espaco vetorial V', entao o conjunto unitario {v} é LI,

pois av = 0, para a € R se, e s6 se a = 0;

e Se um subconjunto de um espaco vetorial V' contém o vetor nulo, entao esse conjunto
é LD;



e Se um subconjunto de um espaco vetorial V' possui um vetor que é combinacao linear

dos demais, o conjunto é LD;

e Se B é um subconjunto de um espaco vetorial V tal que A C B e A é um conjunto
LD, entao B também é LD;

e Se {v,v9,...,0,} CV éLIe {v,vq,...,0,,w} CV é LD, entdo w é combinagio
linear de vy, vg, ..., Uy,.
2 Exemplos

Exemplo 1 Mostremos que o conjunto {(1,0),(0,1)} em R? € linearmente independente.

De fato, a equagao:
041(17 O) + CYQ(O, 1) = (07 0)

$6 vale para oy = ag = 0. Assim, os vetores (1,0) e (0,1) sao LI

Exemplo 2 Os elementos vy = (1,2) e vy = (3,6) do espago vetorial R* sio linearmente

dependentes. Note que,
v + (—1)vy = 3(1,2) — 1(3,6) = (0,0)

Exemplo 3 Sejam os vetores v; = (1,2) e vo = (4,3) de R?. Mostremos que vy € vy $G0

linearmente independentes.
Observe que a equagao:
vy + vy = ai(1,2) + az(4,3) = (0,0)
¢ valida se, e somente se, a1 = ag = 0. Assim, v1 e vy sao linearmente independentes.

Exemplo 4 Seja o subconjunto {2z, 2% + 1,2 + 1,22 — 1} de P»(R). Mostremos que é um

subconjunto linearmente dependente.

De fato, tomando a equacgdo:
a1(27) + ag(2® + 1) + az(r + 1) + ay(2* — 1) = 0 + Oz + 02* =

= (27)a; + 72 + ap + xas + oz + 2Py — ay = 0+ 0z + 022

Reorganizando, temos que:
(a2 + g — ay) + (200 + a3)r + (g + ay)2?* = 0 + Oz + 022

Dois polinomios sao iguais se os coeficientes correspondentes dos termos de mesmo grau

forem iguais, sendo assim temos:



062+C¥3—()[4:O
2a1+a3:0

Oég+0£4=0

Note que, o sistema acima é um sistema linear homogéneo com apenas trés equagoes e
quatro incognitas, ou seja, pelo menos uma incognita vai ser dependente. Assim o sistema

admite mais de uma solu¢ao além da solucao trivial.
Dai podemos afirmar que o conjunto € linearmente dependente.
11

2 1 1
, B= ,C = 00 eD = 0 per-
0 0 0 0 2 10

tencentes a My(R). Mostremos que A, B,C e D sao linearmente independentes.

Exemplo 5 Sejam as matrizes A =

Para mostramos que os vetores acima sao de fato LI, tomaremos a sequinte equacgao:

OZ1A+062B+0630+064D:0:>

1 1 2 1 0 0 0 1 00
= o + o + ag + oy = =
0 0 00 0 2 10 00
«Q 2 0O O 0 00
N 1 i Qo Qo + i Qg _
0 0 0 0 0 2a3 ay; 0 0 0
Dai obtemos o sistema:
aq + 2@2 =0
ar+as+as =0 N a1 +2a9 =0
oy = 0 a1+ Qg = 0

203 =0= a3 =0

Subtraindo a seqgunda equacgao da primeira, temos que ay = 0. Dai, temos que oy = g =
ag = ay = 0.

Exemplo 6 Mostremos que os polinomios 1,x, 22 2% € P3(R) sao linearmente independen-
tes.

Tomemos a sequinte equagao:
2 3 2 3
a1 + asx + azxr” + agx” = 0+ 0z + 0z° + Ox

Note que, a equacao so vale se vy = ag = a3 = ay = 0.



Exemplo 7 Determine ¢ para que o subconjunto {(3,5¢,1),(2,0,4),(1,¢,3)} € R? seja li-

nearmente independente.
Para encontrarmos ¢ onde conjunto seja linearmente independente, tomemos a equagao:

051(3, 507 1) + 052(27 074) + 063(1, C, 3) - (Oa 07 0)

Obtemos o sequinte sistema:

3a1+2a2+a3:0
dcaq + caz =0
a1+4a2+3a320

Para que o conjunto seja linearmente independente, temos que ter a; = ag = ag = 0,
ou seja, o sistema linear homogéneo acima deve admitir somente a solu¢ao trivial (todos os
a;, 1 =1,..,3 iguais a zero). Mas para isso, basta que o determinante da matriz do sistema

seja diferente de 0. Isto é:

3 21
5¢ 0 ¢|#0=2c+20c—30c—12c# 0= —20c#0=c#0
1 4 3

Assim, para ¢ # 0 o conjunto {(3,5¢,1),(2,0,4),(1,¢,3)} € LI e para ¢ = 0 temos que o

conjunto € LD

Exemplo 8 O subconjunto {(1,1,0,0),(0,1,0,2),(0,0,1,0),(0,2,—1,4)} de R* ¢ linear-

mente dependente.

De fato, temos que:
0(1,1,0,0) +2(0,1,0,2) — 1(0,0,1,0) = (0,2, —1,4)

Observe que, um dos vetores € combinacao linear dos demais, assim o subconjunto é

linearmente dependente.

3 Exercicios

(1) Mostre que o subconjunto {(1,2,1),(-1,1,2),(0,3,3)} de R3 é linearmente depen-

dente.
(2) Mostre que o subconjunto {(1,2,—1),(2,1,3)} de R? é linearmente independente.
(3) Mostre que o subconjunto {(4,8, —4), (6,12, —6)} de R? é linearmente dependente.

(4) Escreva o vetor ¥ = (1,—2,5) como combinagao linear dos vetores v; = (1,1,1),05 =
(1,2,3) e o5 = (2,—1,1).



(5) Determine o valor de ¢ para que o subconjunto {(1,—-2,¢),(3,1,-2),(2,—1,—-5)} de
R? seja linearmente independente.

Determine se os subconjuntos abaixo sao linearmente dependentes ou independentes.
(6) W=1{(4,-1,2),(—4,10,2)}.
(7) W =1{(-3,0,4),(5,—1,2),(—1,—1,10)}.
(8) W ={2— 2?4423 3 + 62 + 22> — 23,2 + 10x — 422},
(9) W ={(3,8,7,-3),(1,5,3,-1),(2,—1,2,6), (1,4,0,3) }.

(10) W = {6 — 2,1 + x + 42°}.
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